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Inferencia Robusta en Modelos No Lineales con Respuestas Faltantes

El modelo lineal es uno de los mds populares en Estadistica. Sin embargo, en muchas
situaciones la naturaleza del fendmeno en estudio es intrinsicamente no lineal y por lo
tanto, no se pueden utilizar aproximaciones lineales teniéndose que ajustar a los datos un
modelo no lineal. Es bien sabido que, en este contexto, el estimador cldsico del pardmetro
de regresion basado en minimos cuadrados es muy sensible a los datos atipicos y por esta
razon, se necesitan métodos robustos de inferencia. Asimismo, en algunas ocasiones, los
datos estdn incompletos por haberse perdido algunas respuestas al azar.

En esta tesis, proponemos una familia de estimadores robustos para estimar al para-
metro de regresion en un modelo no lineal con posibles respuestas faltantes al azar. Bajo
condiciones de regularidad, estudiamos la consistencia y la distribucién asintética de los
estimadores propuestos, dando un tratamiento unificado a muestras completas y a mues-
tras con respuestas faltantes. Para estudiar la robustez local, deducimos su funcién de
influencia y para comparar su comportamiento con el del estimador cldsico y con otras al-
ternativas robustas, consideramos dos ejemplos numéricos. Llevamos a cabo simulaciones
de Monte Carlo para estudiar el comportamiento en muestras finitas de los estimadores
propuestos bajo distintos esquemas de pérdida de respuestas y en diferentes escenarios de
contaminacion.

Por otro lado, introducimos una familia de tests robustos utilizando un estadistico de
tipo Wald basado en el estimador propuesto con el objetivo de testear hipdtesis que invo-
lucren al pardmetro de regresion. Deducimos su distribucién asintética bajo la hipdtesis
nula, como también bajo alternativas contiguas. Asimismo, deducimos su funcién de in-
fluencia. Realizamos un estudio de simulacién para evaluar el comportamiento de los tests
propuestos.

Finalmente, el procedimiento propuesto también se ilustra a través del anélisis de un
conjunto de datos reales.

Palabras Claves: Modelos de regresion no lineal; Estimacion robusta; Tests de hipote-
sis robustos; Datos Faltantes.



Robust Inference in Nonlinear Models with Missing Responses

The linear model is one of the most popular models in Statistics. However, in many
situations the nature of the phenomenon is intrinsically nonlinear and so, linear appro-
ximations are not valid and the data must be fitted using a nonlinear model. It is well
known that, in this setting, the classical estimator of the regression parameter, based on
least squares, is very sensitive to outliers and for this reason, robust methods are needed.
Besides, in some occasions the data are incomplete since some responses are missing at
random.

In this thesis, we propose a family of robust estimators to estimate the regression
parameter in a nonlinear model with responses missing at random. Under mild conditions,
we study the consistency and asymptotic distribution of the proposal, giving a unified
treatment to incomplete and complete samples. To study local robustness, we derive their
influence function and, to compare its behaviour with that of the classical estimator and
other robust alternatives, we consider two numerical examples. We perform Monte Carlo
simulations to study the finite sample behavior of the proposed estimators under different
schemes of missing responses and different scenarios of contaminations.

On the other hand, we introduce a family of robust tests using a Wald—type statistic
based on the proposed estimators in order to check hypotheses that involve the regression
parameter. We derive their asymptotic distribution under the null hypothesis as well as
under contiguous alternatives. Besides, we derive their influence function. We perform a
simulation study to evaluate the behaviour of the proposed test.

Finally, the proposed procedure is also illustrated analysing a real data set.

Keywords: Nonlinear regression models; Robust estimation; Robust hypothesis testing;
Missing data.
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Capitulo 1

Introduccion

El modelo lineal es uno de los mds populares en Estadistica, de facil interpretacion,
y bajo ciertas condiciones, los estimadores 6ptimos de los pardmetros tienen una forma
cerrada de célculo sencillo. No obstante, en el campo de las ciencias aplicadas, en dreas
tan variadas como la Biologia, la Ingenieria, pasando por la Medicina y la Farmacolo-
gia, son frecuentes los problemas en los que es necesario el uso de regresion no lineal.
Esto ocurre porque en muchas situaciones la naturaleza del fendmeno en estudio es in-
trinsicamente no lineal y por lo tanto, las simplificaciones lineales no dan aproximaciones
satisfactorias. En otras situaciones, la relacion no lineal puede ser transformada con el
fin de obtener un modelo lineal que conserve las principales caracteristicas del problema
original. Sin embargo, es frecuente que en el campo de las Ciencias Fisica o Quimicas,
encontremos situaciones en las que los pardmetros del modelo transformado no resultan
de tanto interés como los provistos por el ajuste no lineal, en el cual tienen una interpreta-
cion natural. En estos casos, es necesario modelar los datos mediante una funcién que es
una combinacién no lineal de los pardmetros del modelo y que depende de una o mds co-
variables. En general, estos modelos suponen un conocimiento previo que conduce a una
estructura funcional especifica. Suelen ser utilizados tanto en contextos empiricos como
tedricos que sugieren una forma funcional adecuada para expresar una relacion no lineal
conocida entre una variable de respuesta y un conjunto de variables predictoras.

En este sentido, los modelos de regresién no lineal suponen que la variable de res-
puesta y € R satisface la siguiente relacién

y = f(x,0) + o€, (1.1)

donde x € R¥ es el vector de covariables con distribucién G,, @ € ® C R” es el vector de
parametros desconocidos a estimar, o € R, es el pardmetro de escala y € es el término de
error independiente de las variables explicativas x. Finalmente, suponemos que la funcién
de regresion f es conocida. En el contexto clésico, se supone ademds que E(e) = Oy
Var(e) = 1.

Entre los modelos no lineales mas conocidos, encontramos el modelo de crecimiento
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(o de decrecimiento) exponencial dado por

f(x,0) = 6, exp(6:x) + 65, (1.2)

donde 6, > 0 (0 8, < 0), que, por ejemplo, se utiliza para el modelado del crecimiento de
poblaciones. Asimismo, es muy usado el modelo de crecimiento logistico de la forma

6

fx.0) = 1 +exp(—=6, — 63x)

con el que se modelan datos con un rdpido crecimiento inicial y luego més lento a medida
que se aproximan a su valor asintético, como en el caso de la difusién de un virus o la
saturaciéon de un mercado. Si bien los dos ejemplos anteriores tienen una sola covaria-
ble, en otras ocasiones se dispone de mds variables regresoras. Estos dos ejemplos son
casos particulares de los modelos no lineales llamados separables en los que la funcién
de regresion puede escribirse como

P
F(x,0) = 04, h(x, 0) = D 01,ihi(%, 6)

i=1

para 0t = (0%1), 022)), 0(1) e R, 0(2) e R y h(X, 0(2)) = (hl(X, 0(2)), cees hpl(X’ 0(2))).

Por otro lado, la mayoria de los métodos estadisticos clasicos suponen que el modelo
que genera los datos es conocido y suelen ser muy sensibles a la presencia de datos ati-
picos, al incumplimiento de las hipdtesis que subyacen debajo del modelo asumido como
verdadero, aunque sean pequefios apartamientos del mismo. En el contexto de modelos
no lineales, el estimador clasico estd basado en el procedimiento de minimos cuadrados
y es bien sabido, que puede ser seriamente afectado por una pequeiia cantidad de puntos
atipicos.

A modo de ejemplo, consideremos el siguiente conjunto de datos en el que se estudia
la relacion entre el peso del ojo y la edad de un conejo. El conejo europeo Oryctolagus
cuniculus es una plaga en Australia. Desde el punto de vista ecoldgico seria de interés
disponer de un método fiable para determinar la edad de los conejos capturados en el
medio silvestre. En un estudio realizado por Dudzinski y Mykytowycz (1961), se midi6é
el peso seco de la lente del ojo para 71 conejos salvajes, con edades conocidas, viviendo a
la intemperie. El peso de la lente del ojo tiende a variar mucho menos que el peso total del
cuerpo con las condiciones ambientales y, por este motivo, podria ser un mejor indicador
de la edad. El scatter—plot de los datos se muestra en el panel de la izquierda de la Figura
1.1.
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Figura 1.1: Datos originales y contaminados del estudio de conejos.

A partir del estudio de Dudzinski y Mykytowycz (1961) se sugiere una relacién no
lineal entre el logaritmo del peso de la lente (y) y la edad del conejo (x) a través de la

funcion

)
93+X.

f(x,61,6,,05) =6, —

En el panel central de la Figura 1.1, se muestra en azul la curva ajustada por minimos
cuadrados a los datos obtenidos, mientras que en el panel de la derecha se muestra el
ajuste obtenido por el método de minimos cuadrados después de haber modificado las
respuestas de s6lo 5 observaciones y se puede apreciar como el ajuste cambia en forma
dréstica y se empeora notablemente.

Este ejemplo da evidencia de que el estimador de minimos cuadrados puede ser muy
influenciado por la presencia de unos pocos datos andémalos y por esta razon es que se
necesitan estimadores resistentes.

En contraste con esta situacion, la Estadistica Robusta propone procedimientos que
son resistentes a desviaciones del modelo central, conduciendo a inferencias confiables
aun cuando estas desviaciones se produzcan y que, al mismo tiempo, pierdan poca eficien-
cia cuando el modelo central es vélido. En este sentido, volviendo al ejemplo presentado
de los conejos, cuando ajustamos el modelo propuesto al conjunto de datos modificados
con el procedimiento robusto que proponemos en este trabajo, obtenemos la curva en rojo
de la Figura 1.2, que como vemos no es influenciada por los datos atipicos introducidos.
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Figura 1.2: Datos contaminados del estudio de conejos.

Algunas propuestas robustas para regresion lineal han sido extendidas al caso no li-
neal. En uno de los primeros articulos que siguen estos lineamientos, Fraiman (1983) pro-
pone un M—estimador general de influencia acotada. Stromberg y Ruppert (1992) abordan
el concepto de punto de ruptura bajo el modelo de regresién no lineal y muestran que, pa-
ra la mayoria de las funciones de regresion no lineal, el punto de ruptura del estimador de
minimos cuadrados es 1/n, donde n es el tamafio de la muestra. Stromberg (1993) introdu-
ce un algoritmo para computar estimadores de alto punto de ruptura en regresion no lineal
que solo requiere una pequefia cantidad de ajustes por minimos cuadrados a p puntos. Ta-
batabai y Argyros (1993) extienden los L—estimadores para los problemas de estimacion
y testeo de hipétesis. Mukherjee (1996) trata una clase de estimadores robustos basados
en minimas distancias, mientras que Markatou y Manos (1996) consideran el problema
de tests de hipotesis robustos. Sakata y White (2001) extienden el uso de S —estimadores a
modelos no lineales con observaciones dependientes. Mds recientemente, Fasano (2009)
estudia la teoria asintética de los M M— y T—estimadores bajo condiciones regulares, entre
las que se incluye el segundo momento de las covariables x. Luego, Fasano et al. (2012)
prueban la continuidad débil, la consistencia de Fisher y la diferenciabilidad de funcio-
nales de estimacion correspondientes a estimadores de alto punto de ruptura, tales como
S — y MM—estimadores, en regresion lineal y no lineal, en este tltimo caso asumiendo
segundo momento finito de las covariables y compacidad del espacio paramétrico.

Todos estos procedimientos robustos fueron aplicados en muestras completas, sin em-
bargo, en la prictica algunas respuestas pueden perderse ya sea simplemente por azar o
por disefio, como es el caso de estudios en dos etapas. De hecho, algunas personas pueden
rehusarse a responder sobre temas privados o la variable de respuesta puede ser costosa de
medir. En otros casos, factores incontrolables pueden introducir pérdida de la informacién



CapiTUuLO 1: INTRODUCCION 5

o pueden ocurrir problemas en el proceso de registro de la misma. Miiller (2009) encara
el problema de estimar las esperanzas de funciones de las covariables y de la respuesta en
regresion no lineal por medio de un estimador completamente imputado bajo el supuesto
de respuestas perdidas al azar (missing at random). Sued y Yohai (2013) introducen es-
timadores consistentes para funcionales de posicidn continuos de la variable dependiente
en un modelo no lineal con datos faltantes e implementan para la estimacion del para-
metro de regresion los M M—estimadores. Koul, Miiller y Schick (2012) dan un método
general para deducir, bajo condiciones generales, el comportamiento asintético de méto-
dos desarrollados para datos completamente observados cuando se aplican a datos con
observaciones faltantes.

En el presente trabajo, se unifican los aspectos arriba mencionados a fin de proponer
estimadores y tests robustos. Uno de los aportes de esta tesis es el de dar un enfoque
unificado al problema de inferencia robusta para modelos no lineales en un contexto en
el que puede haber o no respuestas faltantes, pero la covariable x es completamente ob-
servada. De manera que consideramos observaciones (y;, Xlt.) que satisfacen un modelo no
lineal, donde algunas de las respuestas pueden no haber sido observadas, y en base a los
datos disponibles estimaremos el vector de pardmetros desconocido y realizaremos tests
de hipétesis que involucren a dicho vector.

En primera instancia, en este marco se propondrd una familia de estimadores robustos
del pardmetro de regresion basados en M—estimadores pesados que serdn computados a
través de un procedimiento MM. En segundo término, a partir de estos estimadores, se
introducird un estadistico de tipo Wald, con el fin de obtener tests robustos para chequear
hipdtesis que involucren al pardmetro de interés.

Cabe mencionar que ademads de incluir respuestas faltantes se obtienen mejoras res-
pecto de los procedimientos ya existentes en dos sentidos. Por un lado, al introducir pesos
que controlan el leverage, es decir, a aquellas observaciones con valores atipicos en las
covariables que hacen palanca, se puede prescindir de supuestos sobre la existencia del
segundo momento de estas ultimas y a la vez estos pesos pueden controlar la influencia de
los datos atipicos en el estadistico de tipo Wald, permitiendo obtener tests robustos, tanto
desde el punto de vista del comportamiento del nivel como de la potencia. Por otro lado,
dado que las propiedades asintéticas de los procedimientos propuestos se prueban usando
técnicas de procesos empiricos, es posible obtener resultados bajo supuestos mas débiles
sobre la funcion de regresion f y sobre el espacio paramétrico ©.

Todo el trabajo realizado se encuentra organizado de la siguiente manera. En el Capi-
tulo 2 definimos el modelo no lineal con posibles respuestas faltantes. Asimismo describi-
mos los procedimientos de estimacion ya estudiados como asi también el método robusto
propuesto.

En el Capitulo 3 estudiamos las propiedades asintéticas del estimador presentado en
esta tesis. Por otra parte, en el Capitulo 4 deducimos su funcién de influencia y estudiamos
su comportamiento a través de dos ejemplos numéricos. Con el objetivo de estudiar el
comportamiento de los estimadores propuestos realizamos un estudio de Monte Carlo el
cual se encuentra en el Capitulo 5.
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En el Capitulo 6 proponemos tests de hipdtesis robustos a partir del estimador estu-
diado. Obtuvimos el comportamiento asintético de los estadisticos introducidos bajo la
hipdtesis nula y bajo alternativas contiguas, como asi también su funcioén de influencia.
Asimismo, realizamos un estudio de simulacidn con el fin de analizar el comportamiento,
tanto en nivel como en potencia, de los tests propuestos y comparar su performance con
otros tests existentes.

Finalmente, en el Capitulo 7 presentamos una aplicaciéon de nuestra propuesta a un
conjunto de datos reales.



Capitulo 2

Modelos No Lineales con Posibles
Respuestas Faltantes

2.1. Introduccion

Dada una muestra aleatoria de tamafio n, (y,-,xlt.), i=1,...,n,donde y; € R, x; € R¥,
decimos que sigue un modelo de regresion no lineal si
yi = f(x;,0) + o€, 2.1)

donde f es una funcién conocida que es no lineal en el vector de pardmetros 8 € ® C R”,
los cuales son desconocidos y son el objetivo de interés, o € R, es el pardmetro de
escala y € son los errores. En el contexto de este trabajo asumiremos que €, con i =
1,...,n, son independientes, idénticamente distribuidos (i.i.d.), con distribucién simétrica
e independientes de x; ~ G,.

Como ya hemos mencionado daremos un enfoque unificado al problema de inferencia
robusta para modelos no lineales en un contexto en el que puede haber o no respuestas
faltantes, pero la covariable x es completamente observada. Bajo esta situacion, se asume
que se tienen n observaciones (y;, X}, 0)),i=1,...,n,con funcién de distribucion G, donde
0; es una variable aleatoria dicotomica utilizada para indicar la pérdida de las respuestas,
es decir, d; = 1 si y; es observada y ¢; = O si y; es faltante.

Existen diferentes mecanismos que conducen a la pérdida de datos. Nosotros con-
sideraremos el caso en el que subyace un mecanismo ignorable que produce los datos
faltantes, imponiendo que la variable binaria y la variable de respuesta son condicional-
mente independientes dada la covariable, a esta condicién se la denomina perdidos al
azar (missing at random - MaR). En otras palabras, si el vector (y, x!, §) tiene distribucién
G igual que (y;, X}, 0;), decimos que cumple la condicién MAR si

P(6 = 1/, %)) = P(6 = 1|x) = p(x). (2.2)

De aqui en mds supondremos que la muestra aleatoria (y;, X}, 6;),1 < i < n, cumple la
condicion (2.2).
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2.2. Estimacion Clasica

Supongamos primero que tenemos una muestra aleatoria completa, es decir (y;, X}, 0i),
con d; = 1 paratodoi = 1,...,n, que cumplen el modelo de regresién no lineal (2.1).
En el caso clasico habitualmente el supuesto que se realiza respecto de los errores es que
E(g) = 0y Var(eg) = E(el.z) = 1 para todo i, mientras que en el contexto de robustez se
evitan suposiciones acerca de la existencia de momentos de los errores.

Como mencionamos en la introduccidn, el estimador clasico esta basado en el método
de minimos cuadrados (mc), es decir

n

EMC = argmin (i — f(x;, b))z,
be® 1

i=

argmin Z 6i(yi — f(x;, b))2 .

be® T

Bajo ciertos supuestos de regularidad (ver Seber y Wild, 1989), ZMC y

1 - . . .
Z o:(yi — f(x, 6’MC))2 son estimadores consistentes de 6 y o> respectivamente
n—p 4

i=1

y ademads, @y resulta asintéticamente normal.

S2:

De esta manera, volviendo al caso en el que hay respuestas perdidas al azar, es decir

0; = 0 para algunos i € {1,...,n}, podemos considerar el estimador cldsico simplificado
definido por
e = argmin Y 5i(y; — f(x;, b))’ (2.3)
be®

i=1

que es el estimador de minimos cuadrados calculado a partir de los datos completos dis-
ponibles. Notemos que este estimador es solucion del sistema

> 8iri(b) f(xi, b) = 0, (2.4)
i=1

donde r;(b) = y; — f(x;,b) son los residuos y el gradiente f(x,b) = (fix,b),..., f'p(x, b))t
con fi(x,b) = af;:;b). Por lo tanto, una observacion atipica puede influenciar la determi-
nacién del estimador ya sea a través del residuo o del leverage, medido en términos del

gradiente f.

Cabe destacar que, a partir del principio de transferencia definido por Koul et al.
(2012), las propiedades asintéticas del estimador de minimos cuadrados obtenidas para
muestras completas pueden ser transferidas, bajo el supuesto MAR, al estimador obtenido
en (2.3).
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2.3. Estimacion Robusta

Si bien el procedimiento de minimos cuadrados resulta 6ptimo bajo normalidad, es
sensible al apartamiento de esta hipdtesis, en tanto que pequefias desviaciones podrian
producir grandes fluctuaciones del estimador, invalidando las conclusiones basadas en
este método. En la introduccion hemos ilustrado mediante un ejemplo cudn sensible puede
ser este estimador a la presencia de unos pocos datos atipicos y cémo estos pueden volver
completamente inestable al estimador clésico.

El objetivo de los métodos robustos es desarrollar estimadores que tengan un “buen”
comportamiento en un “entorno” del modelo. Es decir, que sean resistentes a estos apar-
tamientos y que a la vez sean eficientes cuando el modelo central es vélido.

23.1. M-y MM—estimadores

Una forma de controlar las observaciones atipicas es reemplazar, en el proceso de
minimizacion (2.3) la funcién cuadrética por una p—funcién en el sentido de Maronna et
al. (2006), esto es una funcién que satisfaga las siguientes condiciones

1. p(x) es creciente como funcién del |x],

2. p(0)=0
3. p(x) es estrictamente creciente para x > 0 tal que p(x) < p(c0),

4. si p es acotada, se supone también que p(co) = 1.

De esta forma, el M—estimador simplificado basado en las observaciones completas dis-
ponibles quedaria definido por

6 = argmin Z 6:,p(yi — f(x;,b)).

be®

Sin embargo, el estimador resultante no serfa invariante por cambios de escala, por este
motivo es necesario dividir el argumento de la funcién p por o = &, un estimador robusto
preliminar de la escala de los residuos. De esta manera, se define el M—estimador como

0'

GM = argmin Z 6,,0 (2.5)

be® T

Una eleccion posible que satisfaga las condiciones de una p—funcion es la familia de
funciones bicuadrada de Tukey dada por

3 )
o(0) = { 1-[1-=(t/c)*] si |<c 2.6)

1 si |t >c,
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donde c¢ es una constante de calibracion que se elige con el fin de asegurar una eficiencia
asintotica deseada.

El rol del estimador de o en (2.5) es critico ya que determinard qué residuos son
grandes y por lo tanto, deben ser acotados por la funcién de pérdida p. Por este motivo,
es necesario que o sea un estimador robusto de la escala. Huber (1981) introduce los
M—estimadores de escala de la siguiente manera. Sea p una p—funcién en el sentido de
Maronna et al. (2006), luego dada una muestra aleatoria de tamafo n, u = (uy,...,u,), su
M—estimador de escala o (u) es el valor s que es solucién de la siguiente ecuacién

S

donde a = Ey(o(u)), y ¢ es la funcidn de distribucion de una normal estdndar.

Con el objetivo de obtener un estimador con alto punto de ruptura, que ademads sea al-
tamente eficiente bajo distribucién normal, Yohai (1987) introdujo los M M —estimadores
para el parametro de regresion lineal, que fue extendido para el modelo no lineal en Fa-
sano (2009). E1 M M— estimador en un modelo no lineal con respuestas faltantes se puede
definir a través de los siguientes tres pasos:

Paso 1. Calcular un estimador inicial 8, de @ con alto punto de ruptura.

Paso 2. Calcular los residuos r,-(b]) =y - f(x,-,@), para i tal que 6; = 1 y computar la
M —escala basada en la muestra de los residuos observados usando una p—funcién
0o con a = 0,5max p,(1), es decir que sim = Y\, &;, 0 es tal que
t

1 < ri(6y)
— 0iPo —= =d.
R EEE

Paso 3. Sea p; otra p—funcion tal que p; () < p, (), sup p;(t) = sup p,(t), luego el M M —estimador
t t

se define como

_ L (b
B = argmin | 5o, (ri; )) : (2.8)

be® 5

Observacion 2.3.1 a) Si derivamos con respecto a b la funcion objetivo en (2.8), Oy
es solucion del siguiente sistema de ecuaciones

Z 6,’(#1 (@)f(x,, b) = 0,
i=1 o

donde Y, = p|.

b) Las propiedades asintoticas de los M— y M M—estimadores del pardmetro de regre-
sion en modelos no lineales con datos completos fueron estudiadas por Fasano (2009)
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y Fasano et. al. (2012). Sued y Yohai (2013) introducen estimadores consistentes de
un funcional de posicion continuo de la respuesta en un modelo no lineal con obser-
vaciones faltantes. El estimador marginal necesita un estimador previo del pardmetro
de regresion no lineal y con este fin estos autores implementan los M M—estimadores.
Asimismo, estudian sus propiedades asintoticas cuando hay respuestas perdidas al
azar (MAR) bajo ciertas condiciones de regularidad que incluyen la existencia del
segundo momento de las covariables X y que el espacio paramétrico ® sea compacto.

c) Respecto del estimador inicial necesario en el Paso 1 distintas alternativas son po-
sibles, entre ellas, podemos mencionar los S —estimadores y el estimador ims. Para
el caso de datos completos, Fasano (2009) implementa en su estudio numérico los
MM —estimadores tomando como estimador inicial un S —estimador, que se define
mediante la minimizacion de una medida robusta de la escala de los residuos. Para
el caso que tratamos aqui los llamados S —estimadores quedan definidos por

—

0s = argmin o (r(b)), (2.9
be®

donde r(b) es el vector de los m residuos observados y o (r) es la M—escala defi-
nida por (2.7). Un S —estimador muy popular es el estimador Lms que se obtiene al
minimizar la mediana de los residuos al cuadrado, es decir

Oyms = argmin Mep;s,_ (ri(b)). (2.10)
be®

El punto de ruptura del estimador ims en modelos no lineales fue estudiado por
Stromberg y Ruppert (1992) y en Stromberg (1993) se presenta un algoritmo para
su computo. Por otra parte, en ocasiones, es posible desarrollar un estimador ini-
cial robusto ad hoc. Este es el caso, por ejemplo, de aquellos modelos que se pueden
aproximar mediante una linealizacion y en tal situacion, pueden tomarse como esti-
madores iniciales los propuestos en su trabajo original por Yohai (1987), entre ellos,
los estimadores basados en medianas repetidas de Siegel (1982).

2.3.2. Propuesta

En la ecuacion (2.4) notamos que una observacion atipica puede tener influencia en la
determinacion del estimador de minimos cuadrados tanto a través del residuo como del
leverage. Nuestra propuesta surge con el doble propdsito de controlar estos dos efectos,
ya que si bien la funcién p es acotada y el estimador resultante serd robusto, cuando se
presentan outliers de alto leverage se espera aumentar la robustez al acotar su influencia
mediante la introduccién de una funcién de peso. Por este motivo, incluimos en la funcién
objetivo de (2.8) una funcion de peso w, que serd una funcion de las covariables x y por
lo general, dependerd de otros parametros, que llamaremos genéricamente I'. Distintas
elecciones de la funcién de peso son posibles. Podria ser que el usuario elija acotar el
efecto del gradiente en forma directa y en este caso, podria tomar w(x, 6;) = w,(f(x, 6)))),
donde 6, es el estimador inicial del Paso 1y w,(¢) = ¥,(?)/t, siendo ¥, = p. y p, una
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p—funcién como las ya definidas. También es frecuente el uso de funciones w, de tipo
hard rejection, que son funciones indicadoras o caracteristicas de un intervalo. En otros
casos, el control del gradiente, puede lograrse penalizando directamente las covariables de
alta palanca y en esta situacion, el usuario podria elegir una funcién de peso que penalice
la distancia de Mahalanobis robusta de las covariables, para lo cual, serd necesario estimar
los pardmetros de posicion y escala de x, digamos p y matriz de escala Y. Asi, si g =,
y Y = Y,, son estimadores robustos de la posicidn y escala de x basados en xq,...,X,,
entonces podrian considerarse pesos de la forma

WX, T, ) = wo(\/(x—mt?_l(x—m). 2.11)

En forma genérica, consideraremos pesos w = w(x,f) que dependen de estimadores T=
I', de pardmetros desconocidos I' € A, de manera que w : R¥ x A — R(. Asimismo,
es de esperar que al introducir estos pesos también se obtenga un beneficio al realizar
inferencia sobre el pardmetro de interés 6, ya sea al computar intervalos de confianza
o tests de hipdtesis de tipo Wald basados en estos estimadores. Estas ventajas de los
estimadores pesados como los aqui presentados han sido comprobadas en el contexto de
modelos lineales generalizados (ver, por ejemplo, Bianco, Boente y Rodrigues, 2013a y
2013b) ya que los pesos también intervienen en el control del crecimiento de la matriz de
covarianza asintética estimada, necesaria para realizar inferencia.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, dada una muestra aleatoria (y;, Xlt., 0;),1 <

i < n, que sigue un modelo no lineal con respuestas perdidas al azar tal como fue descripto
en la Seccién 2.1, proponemos el estimador € definido como

—_ 1 (b —
0 = aremin > 6,01 (F(A )) w(x;, ). (2.12)
be® ] o

i=
Considerando los aspectos descriptos en la seccidn anterior, serd de capital importan-

cia la estimacion robusta del desvio y del pardmetro auxiliar I'. Por esta razén, propone-
mos el siguiente procedimiento de cuatro pasos:

Paso 1. Computar un estimador inicial 6, robusto de @ con alto punto de ruptura.
Paso 2. Calcular los residuos ri(gl) =y — f(xi,al), para i tal que 6; = 1 y computar la

M—escala basada en la muestra de los residuos observados usando una p—funcién
o con a = 0,5 méx p,(1), es decir que sim = )", d;, 0 es tal que
t

1 < (6,
— 5,~p0(r(,\1)) - a. (2.13)
m P g

Paso 3. Calcular T un estimador robusto de T’ y computar w(xi,f) paratodoi=1,...,n.
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Paso 4. Considerar p; otra p—funcién tal que p(t) < p,(t), sup p;(t) = sup p,(t) y computar
t t

el estimador como

—_

0 = argmin 0;
%e@ I:Z] o1

(”ﬂ’)) x,.T). (2.14)
g

El estimador resultante de este procedimiento MM lo llamaremos WM M —estimador
(wMM).

Observacion 2.3.2 a) Si derivamos la funcion objetivo de (2.12) respecto a b e iguala-
mos a cero, el estimador @ es solucion del siguiente sistema de ecuaciones

Z o1 (Lb)) f(Xi’b) W(Xi,i:) =0,
i=1 o

donde Y, = p| y f es el gradiente de la funcion de regresion f con respecto ab.

b) En el Paso I podria computarse como estimador inicial cualquiera de las opciones
descriptas para los MM —estimadores en la seccion anterior. Los mismos M M—estimadores
podrian usarse como estimadores iniciales en esta etapa del procedimiento.

c) Tanto para el Paso 2 como para el Paso 4, se pueden elegir las funciones py y pi
dentro de la familia de funciones bicuadradas de Tukey, que fue definida en (2.6).

d) La funcion w, se puede tomar dentro de la familia de funciones de peso inducida por
la funcion bicuadrada de Tukey. Es decir que, si definimos y,(t) = p,(t), siendo p,
como en (2.6), luego w,(t) = Y, (t)/t.

En el préximo capitulo analizaremos el comportamiento asintético de los estimadores
propuestos.
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Capitulo 3

Comportamiento Asintotico

Sean (y;, x ,0;),1 =1,...,n, vectores aleatorios independientes con distribuciéon G que
siguen un modelo de regresion no lineal con respuestas perdidas al azar, tal como fue des-
cripto en la Seccidén 2.1. A lo largo de todo este capitulo y de los siguientes asumiremos,
con el objetivo de que los pardmetros queden identificados, que se cumple la siguiente
condicién de identificabilidad

L. P(f(x,0) = f(x,0)) < 1, para todo 6" # 6.

3.1. Consistencia de Fisher

En esta seccién comenzaremos por estudiar la consistencia de Fisher del estimador
robusto propuesto en la Seccion 2.3.2.

Definiendo

Hn(b, S, G) = % Z 51’/01 (w) W(Xi’ G) y

=1
1 l’b .
o,(b) 25, O(y f((z) )) a;&, 3.1)

el estimador de € propuesto se define como

0= argmin H,,(b, T, f),
be®

donde, o = 0,1(51) con 51 el estimador inicial del Paso 1y T es un estimador robusto del
parametro auxiliar I'. Cuando la muestra esta totalmente observada, 6; = 1 para todo i y
en (3.1) tenemos que )i, 0; = n.

Recordemos que si p; es diferenciable, tal que ¥ = p} y f ;= 0f/0b;, 0 es solucion

15
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del sistema de ecuaciones H,ﬂ” (5, o, f) = 0, donde

Vi — f(Xi’b)
S

H"(b,s5,G) = % > suwn ( )f(x,-, bw(x;, G). (3.2)
i=1

Consideremos ahora los funcionales relacionados con H, (b, s, G) y o,(b) dados por

Hb,s,G) = Eg [(5,01 (y_f—s(x’b))w(x,G)] (3.3)
~ f(x,b
ob) 1 Eg [6po (%)} = aE(p(x)). (3.4)

Probaremos que el funcional es Fisher—consistente, es decir que H(b, o, I') tiene un
unico minimo en 6 en el contexto de regresion no lineal con respuestas faltantes. Para ello
necesitamos suponer que se satisfacen las siguientes condiciones,

A0. dado 7> 0, E(p;[(e — a)/7]) > E(p(€/7)), Ya # 0.

Al. P(Ixe S, NS, : f(x,0) # f(x,0"}) > 0, para todo 6" # €, donde S, y S, son los
soportes de w(x, I') y p(x) respectivamente.

Observacion 3.1.1 La primera condicion, A0, es necesaria ya que al utilizar funcio-
nes de pérdida redescendientes para controlar los residuos se necesitan supuestos mds
fuertes para obtener la unicidad deseada, tales como simetria y unimodalidad de la dis-
tribucion subyacente. De hecho, denotemos por A(a,T) = ]E(p1 [(e —a) /T]) y definamos
v = argmin, A(a, 7,), siendo 71, el valor de la escala. Por el Teorema 10.2 de Maronna et
al. (2006), si la funcion de densidad de € es estrictamente decreciente como funcion de
le — v| y p1 es una p—funcion, entonces, A(a, T) tiene un tinico minimo en a = v para todo
7 > 0. Se pueden ver mds detalles en Fasano et al. (2012).

La segunda hipotesis Al, es un requerimiento natural para preservar la informacion
contenida en el conjunto de datos aiin cuando haya datos faltantes y haya observaciones
con peso nulo. Por otro lado, por la condicion de identificabilidad I, A1 se cumple direc-
tamente si w(x,I') y p(X) son estrictamente positivas o si P(S,, NS ,) = 1. Asimismo, ésta
es una condicion mds débil que pedir que la funcion de peso sea estrictamente positiva o
que el infy p(x) > 0, lo cual significa que la variable de respuesta puede ser observada
para cualquier valor de la covariable.

Proposicion 3.1.1 Supongamos que (y,X!,8) es un vector aleatorio tal que y = f(x, ) +
o€, donde € es independiente del vector de covariables X y que cumple la condicion MAR
dada en (2.2). Si la funcion de pérdida p, verifica A0 y la funcion de peso w cumple Al,
entonces el funcional

0(G) = argmin Eg; [5,;1 (@) w(x, r)]

be®

es Fisher—consistente.
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Demostracion: Tenemos que, por la condicion MAR dada en (2.2)

Eo [5,01 (#) w(x, r)]

[ — ,b
Eq | pop: (yfff‘))woc, r)]

= E¢ | p(X)p; (y — 6+ ];(_X’ o) - f&, b)) w(X, F)]
- Eo|peow(x,D)E {pl (“ AL ff LS b)) |x}] |

Cuando f(x,60) — f(x,b) # 0, por A0, tenemos que

E{m(Uf+f(x’g)_f(x’b))’)(} _ E{pl(6+f(x,9);f(x,b))'x}
> Elpi(e)}.

Finalmente, como vale A1, 6(G) = 0, como queriamos demostrar. [J

El WM M —estimador fue definido como el resultado de un procedimiento de 4 pasos.
El primero de todos ellos involucra el cdlculo de un estimador inicial robusto y éste podria
ser un § —estimador. En el siguiente lema probaremos que los S —estimadores, que resultan
Fisher—consistentes en un modelo no lineal con datos completos, también lo son para el
caso de respuestas faltantes de acuerdo con un mecanismo de pérdida MaRr.

De esta manera, si consideramos 65 = argmin, o o(r(b)) su funcional asociado se
define por

6(G) = argmin o(b),
bec®

donde o (b) esta definido en (3.4).

Proposicion 3.1.2 Supongamos que (y,x!,8) es un vector aleatorio tal que y = f(x,6) +
o€, que cumple la condicion (2.2), donde € es independiente del vector de covariables x
y ademds tiene funcion de densidad positiva en algun entorno alrededor del cero. Si se
verifican A0 y Al, entonces el funcional

6(G) = argmin o(b)
be®

es Fisher—consistente.

Demostracion: Andlogamente a la Proposicién 3.1.1, tenemos que

y—f(X,b) _ y_f(X’0)+f(X50)_f(Xab)
zelon ()| = Rl o) |

oe+ f(x,0) — f(x, b))
o(b) '

Eq [p(X)po ( (3.5)
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Por A0, cuando f(x,6) — f(x,b) # 0, tenemos que para todo 7 > 0, se cumple que

oe+ f(x,0) —f(x,b))'x] e+ f(x,0) —f(x,b)),x]

T T

p(x)E [Po (

o (2]

por lo tanto, por Al y la independencia entre € y X tenemos que
_ .b
Eg [5,)0 (w)] > 8lan, (Z9)]. (3.6)
T T

Asimismo, como o(b) es tal que

E [p(X)po (

Vv

E(p(x) = Eg [m (m)]

o(b)

oe+ f(x,0) —f(x,b))
o(b) ’

Eq [p(X)po (

usando (3.5) y (3.6) resulta que
o€
E|dp, | ——
[5,) (a(b))

- 0
E¢ [m (%ﬁ‘)))] < aB(p(x)).

Finalmente, dado que E(6p,(0€/7)) es estrictamente decreciente en 7 por tener € densidad
positiva en un entorno del 0, tenemos que

< aE(p(x)).

Con lo cual

o(@) < o(b),

lo que completa la demostracion. [J

3.2. Resultados previos: Teoria de Procesos Empiricos

Con el objetivo de demostrar que los estimadores propuestos en la Seccién 2.3.2 son
fuertemente consistentes y asintéticamente normales necesitamos algunas definiciones y
resultados de procesos empiricos. A los fines de completitud de esta tesis, presentamos en
esta Seccion un resumen de estos resultados, en su mayoria, extraidos de Pollard (1984)
y de van der Vaart y Wellner (1996).

Definicion 3.2.1 Sea ¥ una clase de funciones, decimos que ¥ es permisible si puede
ser indexada por un conjunto T, es decir ¥ = {f(-,t) :t € T}.
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Definicion 3.2.2 Sea ¥ una clase de funciones, decimos que F : X — R es una envol-
vente para F si |f(x)| < F(x) para todo x € X y para toda [ € F.

Sea L,(P) el conjunto de funciones g : X — R tales que ||g|l.r = [Ep (Ig(x)lr)]l/r < oo.

Definicion 3.2.3 Definimos e—bracket en L.(P) a un par de funciones I, u € L.(P) tales
que P[l(x) <u(x)] =1y ||l —ull,p < & Decimos que dada f € ¥ pertenece al bracket I, u
si P[l(x) < f(x) <u(x)] = 1.

Definicion 3.2.4 Se define niimero de bracketing a Ny, (¢, %, L,(P)), el minimo niimero de
e—brackets en L,(P) necesario para asegurar que toda f € ¥ pertenece a al menos uno
de ellos. Al logaritmo del niimero de bracketing se lo denomina entropia con bracketing.

Definicion 3.2.5 En L,.(P) definimos e—bola alrededor de una funcion g € L.(P) al con-
Junto {h € L,(P) : |lh - gll,» < &}

Definicion 3.2.6 Se define niimero de cubrimiento N (g, F, L, (P)) al minimo niimero de
eg—bolas en L.(P) necesarias para cubrir ¥, es decir que todos los elementos de F deben
estar contenidos en al menos una de las bolas, pero no es necesario que el centro de las
mismas pertenezca a la familia . La entropia es el logaritmo del niimero de cubrimiento.

El nimero de cubrimiento se puede interpretar como la riqueza que tiene la clase ¥ a
escala e.

Teorema 3.2.1 Sea ¥ una clase de funciones tal que para cada € > 0, N (e, F, Li(P)) <

oo, entonces sup |Ep, (f) — Ep(f)l RN 0, donde P, es la distribucion empirica.
feF

Teorema 3.2.2 Sea F una clase de funciones permisible con funcion envolvente F tal que
Ep(F) < o. SiP, es la distribucion empiricay Ny, (e, , L'(P)) < 0 0log N (&, F, Ly(P,)) =

0,(n) para cada & > 0 fijo, entonces sup [Es, (f) — Ex(f)| — 0.
s

Definicion 3.2.7 Una clase F de funciones medibles f : X — R sobre un espacio de pro-
babilidad (X, A, P) es una clase P—medible si la aplicacion (xy, . .., x,) — sup |Z?:1 e,f(x,-)l
feF

es medible en la completacion (X", A",P") para todo n y para todo vector (ey,...,e,) €
R

Proposicion 3.2.1 Si 7 es una clase de funciones medibles que contiene un subconjunto
G contable tal que para toda f € F existe una sucesion {g,} C G tal que g,,(x) =,
f(x) para todo x, entonces F es P—medible para toda medida de probabilidad P.
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La nocién de entropia fue introducida por Kolmogorov y mide la complejidad de un
conjunto, en tanto poseer una alta entropia significa que es necesaria mucha informacién
para describir un elemento con una exactitud €.

Definicion 3.2.8 Sea 7 una familia de funciones con envolvente F. Se llama integral de
bracketing a J;,(6,F) = fj \/1 + log (N[ (EllF e, T, Lo(P))) de.

Proposicion 3.2.2 Si 7, con envolvente F, satisface la condicion de entropia de bracke-
ting, es decir fo Vlog (N (&llF oz, F, L(P))) de < oo, entonces

J(E&F) =60 0.

Proposicion 3.2.3 Desigualdad Maximal para Numeros de Bracketing: Sean x,, . . .,X,
vectores aleatorios i.i.d. con distribucion comiin P. Sea ¥ una clase de funciones P—medible
con envolvente F tal que ||F|,p < ooy dado € > 0, sea

8||F||2,P
V1 +1og (N y(ellFllop, 7, L(P)))

Si\lfllop < ellFllop para toda f € F, entonces existe una constante D, que no depende de
n, tal que

ale) =

sup T, /] DJyy(&. FNFle + VB (F Lies i)

feF

IA

1,P

IA

DJ (1, F)IFl2p-

Teorema 3.2.3 Sea ¥ = {f; : t € T} una clase de funciones tal que existe F fija tal
que |f(X) — fi(x)| < d(s,t)F(X), es decir que es Lipschitz en el paramétro, entonces para
cualquier || - ||,

N QellFILFL - 1) < N&, T, |- D).

Por otra parte, Nolan y Pollard (1987), introducen una nocién de clase de funciones
que facilita el trabajo, esta es la llamada Clase Euclidea.

Definicion 3.2.9 Diremos que una clase de funciones ¥ es Euclidea para la funcion en-
volvente F si existen constantes Ay V tales que

N (ellFllip, F,Li(P)) < As™’, 0 <e< 1,

donde 0 < ||F||;p < o0.

Luego, a partir de la definicién de nimero de cubrimiento, se tiene que si ¥ es Euclidea,
yparacadar > 1,0 < |[|F||,p < oo, entonces
N (&llF|lp. F, L(P)) < A2V, 0<e<1,

Asimismo, dedujeron una serie de propiedades de permanencia para estas clases enun-
ciadas en los siguientes resultados, que pueden hallarse en Pakes y Pollard (1989).
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Proposicion 3.2.4 Si ¥ es Euclidea para la funcion envolvente F' 'y G es Euclidea para
G, entonces

a) laclase{f +g: f € ¥,g € G} es Euclidea para la envolvente F + G.
b) laclase {f.g : f € ¥,g € G} es Euclidea para la envolvente F.G.

c) para cada M, la clase {af : f € F,a € R,|a] < M} es euclidea con envolvente
MF.

Proposicion 3.2.5 Si T es medible y F es Euclidea para la funcion envolvente F, la clase
de funciones {T°f : f € ¥} es Euclidea con envolvente F°T.

Proposicion 3.2.6 i) Seap: R, — R, una funcion de variacion acotada, entonces la
clase de funciones ¥ = {fap(X) = p(JAX + b|) : A es una matriz de m X k, b € R™}
es Euclidea para la funcion envolvente F = ||p||co.

ii) Sea p : R = R, una funcion de variacion acotada, entonces la clase de funciones
F = {far(x) = p(ja’x + b|) : a € R¥, b € R} es Euclidea para la funcién envolvente
F =Pl

Asimismo, en Wellner (2012) puede encontrarse la siguiente proposicion sobre la pre-
servacion de la entropia con bracketing.

Proposicion 3.2.7 Supongamos que para cada t € T un conjunto compacto de R?, la
clase de funciones ¥, = {f;, : u € U} cumple que

nY
log (N[y(g, Fr. La(P))) < K(;) ,
para W > 2y K que no dependa de t. Si suponemos ademds que

|ft|,u - ftz,ul < Fltl - l2|7

con F una funcion tal que ||F||,p < oo, entonces la clase F = U, F; cumple que
1 1\"
log (Ny (e, F, L,(P))) < plog (g) + K(g) .

En las préximas dos secciones supondremos que w y p; son tales que H(6,0,I') =
1})1%1 H(b,o,I') y que el estimador propuesto es Fisher—consistente.
S

Por otra parte, para resumir notacion, para cualquier vector o matriz D, indicaremos
con |D| a la norma euclidea de D y definimos B={b€®:|b-6 <¢g,},S={seR":
ls—ol<e&},G={GeA :IG-TI<s&}yXk={xeR:|x| <K}
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3.3. Consistencia Fuerte

Consideremos el siguiente conjunto de hipdtesis para demostrar la consistencia fuerte
del WM M —estimador.

< 00.

A2. La funcién de peso w es tal que E [sup pxXwW(x, G)
Geg

A3. La funcién p; es continua y la funcién H(b, s, G) cumple la siguiente condicién de
equicontinuidad: para todo £ > 0, existe 7 > 0 tal que para todo sy, s, € K, un
conjunto compacto en S, y para todo G, G; € £, un conjunto compacto en G,

ls1 — 82| < Ty |G| — Gy| < 7= sup|H(b, s;,G) — H(b, 55, Gy)| < &.
be®

A4. La clase de funciones ¥ = {gp;.c(y,X,0) = dp; (Y_Ls"b)) wx,G),s€S,be®,G e
G} tiene numero de bracketing finito, es decir, N, (8, F, Ll(P)) < oo, para todo

0 < & < 1, donde P es la distribucién de (y,x") o logN(s, 7, LI(P,,)) = op(n) con
PP, la distribucion empirica correspondiente.

Observacion 3.3.1 El primer supuesto, A2, se verifica inmediatamente dado que la fun-
cion de peso w habitualmente se elige acotada.

La hipotesis A3 se puede verificar con una adecuada eleccion de las funciones de
pérdida p y de peso w, como por ejemplo que la funcion n(t) = Y(t)t, con ¥ = p’, sea
acotada y que w sea una funcion de Lipschitz de soporte compacto.

El supuesto A4 puede verificarse en el contexto paramétrico en distintas situacio-
nes. Cabe observar que si tenemos dos familias de funciones ¥, y ¥, con niimero de
bracketing finito, Ny, = Njj(g, F1,Li(P)) < 00y N, = Ny(e, F2, Li(P)) < oo, y consi-
deramos la familia de funciones ¥ = {f(z) = fi(2)f>(2) : fi € F1y f» € F2}, entonces
Ny, F, Li(P)) < oo, con lo cual bastard con pedir que cada uno de los dos factores de
8b.s.c(V, X, 0) pertenezcan a familias de funciones de bracketing finito.

Por ejemplo, cuando w(x,I') = w,(d(x,T")) siendo d(x,T) la distancia de Mahalanobis
de x y I representa posicion y escala como en (2.11), si w, es una funcion continua y
acotada la clase ¥ = {gg(x) = w(x,G),G € G} tiene niimero de bracketing finito (ver
Lema 3.10 de van de Geer, 2000).

Ademads, si la funcion de pérdida p es de variacion acotada o Lipschitz, dado que
s varia en un intervalo real acotado, en condiciones bastante generales, el niimero de
bracketing de ¥+ = {gp s(y,X,0) = 6p; (y_f—ixb)) ,s € S,b € O} esencialmente dependerd
de la familia de funciones de regresion f y de caracteristicas del espacio paramétrico ©.

Las propiedades de permanencia para el niimero de bracketing y las clases euclideas
enunciadas en la Seccion 3.2 permiten verificar que el niimero de bracketing de la familia
F* es finito en una amplia variedad de funciones de regresion f. Como por ejemplo,
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si combinamos las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.6, podemos tomar g, y g, dentro de las
funciones de densidad, cuya variacion total es 1, o que sean estrictamente mondotonas
o Lipschitz, resultando entonces de variacion acotada y dados 0" = (6,,6,,... ,0,) =
(6o, 0;) € RP*! y x € RP, podemos considerar f(x,0) = g, (HZX +6y) + g2(0§,x + 6y) o bien
f(x.0) = g1(6,X + 69)g2(6,x + 6p).

Asimismo, para el caso de funciones de pérdida p acotadas y Lipschitz, Anthony y
Bartlett (1999) obtienen cotas para el niimero de cubrimiento de la familia ¥ en base al
niimero de cubrimientos de la familia de funciones definida por la funcion de regresion f,
es decir {f(x,b),b € O}.

El siguiente teorema enuncia la consistencia fuerte de los estimadores propuestos que
resuelven (2.12).

Teorema 3.3.2 Supongamos que valen A2-A4 y que se satisface la condicion MAR dada
en (2.2). Si ademds, & —> oy T ~5 T, entonces 6 —> .

Demostracion: En primer lugar probaremos que Hn@, o, f) — H,,(a o, I) =% 0. No-
temos que E (H,(b, s, G)) = H(b, s, G) definida en (3.3). Ademads, tenemos que

sup |H,(b, 7, T) = H,(b, o, r)‘ < sup |H,(b,7,T) - H(b,7, f)‘ + sup [H,(b, o, T) — H(b, o, T)|
be® be® be®

+ sup|H(b,7,T) - Hb, o, r)'

be®
< 2W, + sup |H(b,7,T) — H(b, o, r)' ,
be®
donde
1 - i~ is b - s b
W,=  sup - Z 0,0 (w) wx;, G) — E (6p (w) w(x, G)) .
be®,5e8,.Geg | 4= N Ky

Como valen A2 y A4, se puede aplicar el Teorema 3.2.2 resultando que W, =50.

De esta manera, como, por A3, H(b, o, T') es equicontinua y o y I son consistentes,

sup |[H(b,7,T) — H(b, o, T)
be®

C.S.
— 0.

—

Finalmente, Hn(b\, o, f) - H,,(@, o, I) =5 0, entonces la sucesion de estimadores 6
cumple que %’)n(g H,(b,o,I) — H,(0,0,T) =5 0. Por lo tanto, se pueden aplicar los resul-
€

tados de Huber (1967) obteniendo la conclusion deseada. O

3.4. Distribucion Asintotica

En esta seccién probaremos, bajo el supuesto de que ® y A son espacios separables,
que 6, el estimador pesado propuesto para estimar el pardmetro de regresion en un modelo
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no lineal con respuestas faltantes MarR que resulta de (2.12), tiene distribucién asintética-
mente normal.

Consideremos el siquiente conjunto de hipétesis.

N1.

N2.

N3.

N4.

NS.

Né6.

N7.

N8.

NO.

N10.

Y1 = p} es una funcién impar, acotada y continua.

Y/ es una funcion continua y acotada.

La funcién (1) = /| ()t es acotada.

La funcién de peso w(x, G) es acotada y continua como funcién de G.

Existen funciones a(x) con E(a?(x)) < oo y a(x, G) con E [(supg if(x, 0)| a(x, G))Z] <
oo, tales que if(x, 0) w(x,T)| < (x) y (w(x, G)-wx, )| < a(x,G)|G-I|siG € G.

La funcién de regresion f(x,b) es dos veces derivable como funcién de b y existe
&g, tal que

E [sup [Ex, D)E(x, b) wix, G)|] < o
B,G
E [sup |f(x, b)w(x, G)|] < oo,
B,G

donde f es la matriz hessiana de f(x,b) con respecto a b.

La funcién de regresiéon f(x,b) es equicontinua en el sentido en que dado € > 0,
existe 7 > Otalque si by — by < 7,|b; -6 <7,i = 1,2 yx € Xk, entonces
|f(x,by) — f(x,by)| < &, y ademads sup |f(X, 0)| < oo, para todo K > 0.

Xk

La funcién f(x, b) Vw(x, G) es equicontinua en el sentido en que dado € > 0, existe
T>0talquesilby—b) <7,|G -Gyl <7, b;-0 <7,|G;,-T| <71,i =
1,2 y x € Xk, entonces |f(x,b1)\/w(x,G1 —f(x, by) Vw(x, G2)| < g, y ademds
sup |f(x, 0) Vw(x, F)| < oo, para todo K > 0.

Xk

La funcién f(x, b)w(x, G) es equicontinua en el sentido en que dado & > 0, existe

7> 0talquesilb;—by| <7,|G;—-G,| < 7,|b;—0| < 7,|G;-TI| <7, i': 1,2yx e Xk,

entonces [f(x, b)w(x, G1) — f(x,by)w(x, G,)| < &, y ademds sup [f(x, )w(x,I)| <
Xk

oo, para todo K > 0.

La matriz
A = Ey/(e)E [ P, OF(x, 0)'w(x, r)]

es no singular.
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Observacion 3.4.1 Los supuestos NI1-N4 son condiciones estdndar sobre la funcion de
pérdida y la funcion de peso en modelos de regresion. El conjunto de hipotesis N5 a N9

es mds débil que pedir que para algiin €, E [supB |f(X, b)|2] <oy ]E[ ] < 0o,
que es la condicion requerida para derivar la distribucion asintética para M M—estima-
dores (ver Fasano et al., 2012). La condicion N5 establece que el peso a elegir debe
controlar el crecimiento del gradiente y se requiere cierta suavidad del mismo respecto
de G. Por ejemplo, tal como se describio en la Seccion 2.3.2, si el peso se elige de la
forma w(x,b) = w,(f(x;, b)), donde w,(t) = Yo(t)/t, siendo y, = p, y p, una p—funcion,

entonces |f(X, b) w,(x, b)| < %ﬁ»l < |W,lleo> por lo tanto a = ||¥,lle. Cuando

w, tiene derivada w', entonces [w,(If(x, by)]) — w,(f(x, b2 < [w/,(f(x, b)))| [f(x, b)] [b; —
b,| siendo b un punto intermedio y obtenemos @, si w', controla el crecimiento de f y f en
el entorno 8.

N6 establece que el peso debe ser elegido de manera que el producto del gradiente de
la funcion de regresion por el peso y su derivada por el peso, sean integrables, debilitando
el supuesto de existencia de momentos de £ y £y por lo tanto, amplia la variedad de
funciones de regresion f a tratar. N7 se cumple, por ejemplo si f(X,b) es continua como
funcidn de las covariables y N8 y N9 se verifican si f y f son continuas como funcién de
las covariables X y con una eleccion adecuada del peso w. Finalmente, N10 nos dice que
la matriz B [p(x)f (x, Of (x, 0)'w(x, F)] es no singular y este supuesto estd relacionado con

la no colinealidad de f(x, 0) sobre S,, NS b N Sy

En primer lugar, enunciaremos un lema auxiliar general sobre la convergencia en pro-
babilidad para ciertos procesos empiricos.

Consideremos las funciones ¢ : R — Ry M(x, b) : R¥ x ® — RP*? tales que cumplan
las siguientes hipdtesis, las cuales son versiones generales de algunos supuestos arriba
descriptos:

L1. ¢ es una funcién continua y acotada.

L2. Existe g, tal que
E | sup [IM(x, b)w(x, G)|| < oo.
NG

L3. La funcién M(x,b)w(x, G) : R¥ x @ x A — RP*? es equicontinua en el sentido en
que dado € > 0, existe 7 > O tal que si [by —by| < 7, |G; — Gy < 7, |b; — 0] < 7,
|IG;-T| <7,i=1,2, entonces [IM(x,b))w(x, G;) — M(x, b )w(x,G,)| < e six € Xg
y sup [IM(x, @)w(x, I')| < co para todo K > 0.

Xk

Lema 3.4.1 Sean (y;,x!,6;) ~ G,1 < i < n, vectores aleatorios independientes que cum-
plen el modelo (2. ]) y la condicion (2.2). Supongamos que ) valen N4, N7 y L1I-L3 y que

los estimadores &, T y 0 son tales que o N o T 2T y 9L 0. Entonces, D, N D,
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donde

D, =< Y og (M)Mm@w(xi,ﬂ y D = Bp(E[pM(x, O)wix, T)|
n (oa

i=1

Demostracién: Consideremos el vector aleatorio (y, X!, §) con la misma distribucién
que (v, X}, 0;).

Es suficiente probar que

i) lim E [6go (}ﬂ) M(x, b)w(x, G)] =D,
(b,5,6)=(0.51 s

LS 10X, 61, b, 5, G) — E[1(3,%,6,6,,D)]| = 0, con I(y, x,6,b, 5,G) =

1) sup
B.SG

S (L2520 M(x, bw(x, G).

El item 1) se deduce de L1-L3 y del Teorema de Convergencia Dominada ya que I
converge puntualmente por N4 y N7, la funcidn ¢ es continua y se tiene que
1l < ll¢lleo Supg, g IM(X, b)w(x, G)I, que es integrable.

Para probar ii), como I es una matriz, probaremos la convergencia de cada elemento.

Por el Teorema 3.2.1, basta con probar que dado > 0 existe una clase finita de
funciones 7, tal que paratodob € B, s € Sy G € Gexiste Il € I, y I, € I, tales que

I,0,%) < (0,x,6,b,5,6) < (5% 3.7)
E(Iy0.0 -T0®) < 7. (3.8)
Dado K > 0, por N7, consideremos C; = sup |f(x,b)|.
Xk. B
— 0
Definamos Ag = ‘w <K x| < K} y tomemos K € N de forma tal que dado
o

m = n/5¢lle, P(Ax) > 1 — 11, y, como vale L2, tal que

E (;ug IM(x, bw(x, G)| IA;((y, x)) <n. 3.9

Si (y,x!) € Ak, entonces |y| < K, con K| = Ko +C;. Luego, llamando By = {|x| < K, |y| <
K.}, Ax C Bg. Por otro lado, sea c tal que paratodobe By se S,|bj<cyc!<s<ec.
Luego, si (y,x!) € Bg, b € By s € S, entonces |(y — f(x,b))/s| < (K; + C)c = by.

De L3 existe b, > 0 tal que [M(x,b)w(x,G)| < b, paracadax € Bx,be By G € G.
Por L1 tenemos que ¢(#)z es uniformemente continua en Cx = {|¢| < by, |z| < by} y por lo
tanto, existe 7 > 0 tal que |p(1)z — @(u)v| < /10, para |t —u| < 7, |z —v| < 7, (t,2") € Cg
y (u, V') € Cg.
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Como valen N7 y L3 resulta que si (y, ') € B, entonces (y—f(x, b))/s y M(x, bw(x, G)
son funciones equicontinuas de (b, 5,G) € BX SX G, es decir que existe £ > 0 tal que si
b-bl<els-5<e,|G-Gl <&, (b,s5.G), (56 e BXxSxGy (y,x") € By,

N

|y - fx,b) y-f(x,b)
'M(x, b)w(x, G) — M(x, b)w(x, 6)' < 7

Sean ahora (8;),<;<y, una coleccién finita de bolas centradas en 8; € B de radio menor
Ny

que &; tal que B = U Bi, (Si)1<m<n, otra coleccion finita de bolas centradas en o, € S de

i=1
N>

radio menor que & tal que S = U S ¥ (Gr)1<r<n;, otra coleccion finita de bolas centradas

m=1
3
en I', € G también de radio menor que &, tal que G = U G.. Por lo que dados b € B,

r=1
s € Sy G € G existe una tira de indices (i,m,r) talque b e B;,s€ S, yG e G,y

(v, x,6,b,5,G) = I"(y,x,6,6;,0,,, T,)

< L4 L 3, 0)@llo2 sup [M(x, b)w(x, G)| .
10 K B’g

Asi, si definimos e(y, x) = (% + 2||go||ooIA;<(y, X) sup |IM(x, b)w(x, G)l) y consideramos
B.G

I 3% =10.%,6,0, 0, L) —e(r.x) y IVy0,%) =1"(,x,6,6,,0,.T,) + e(y,X)

obtenemos (3.7). Por otro lado,
B (L0030 = 1,00%)) = 1 + 4l (IA;(@, ) sup IM(x, bw(x. G>|),

entonces, usando (3.9), probamos (3.8) y podemos concluir que D, sp.o

Como consecuencia directa del Lema 3.4.1 se puede probar la convergencia de los
procesos que involucran matrices referentes a nuestro problema y que nos servird para
deducir la normalidad asintética deseada.

Lema 3.4.2 Supongamos que (y;, X ,0i), 1 <i < ncumplen el modelo(2.1)y la condtcmn
MAR dada en (2.2). Supongamos que valen N1, N2, N4, N6 y N7-N10 y que o N o,
=7 - p

I' — I'y 8 — 0. Entonces,

a) Al = 121 10, (y’ S, 0))f(xi,g)f(xi,g)tw(xi,f) RN A, donde A estd dada en
NI10.
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b) Ay = XL 6 (y’ f(x’a))f(xl,O)W(xl,F) 0.

Ahora si ya estamos en condiciones de probar la normalidad asintética de los estima-
dores propuestos, cuya demostracion esta realizada utilizando argumentos similares a los
usados por Bianco y Boente (2002) y (2004).

Teorema 3.4.2 Supongamos que valen NI-N10 y que o . y T LT Entonces, si
5 LN 0, tenemos que

Vi@-6) = N (0,0°A'BA™).
donde la matriz simétrica A estd definidaen N10y B = El//%(E)E [p(x)f (x, O (x, 0)'wA(x, F)] .
Demostracién: Como @ esté definido por (2.14), entonces tenemos que H;”(E T, i:) =

0, donde H'" estd definida en (3.2). Si aplicamos un desarrollo de Taylor de primer orden
alrededor de @ a esta ecuacion, tenemos que

LS s (w) F(x;. w(x,, T)
n P g

=
Il

;% Z S, (W] f(x;, O)f(x;, )'w(x;,T) (0 — )
i=1

LN [”‘ffj"“m]ﬂxi,'@w(xi,ﬁ @ - 0)

+

O-ni:l

siendo 6 un punto intermedio entre 6 y 6. Si denotamos A, = Al — A2 con A! y A2
definidas en el Lema 3.4.2, resulta

Zéwl (M)f(x”mw(x“r) ~A,@-6)

y por lo tanto,

fox

V(@ -6) = EAlv_Zéwl (M)f(xl,e)w(xl,ﬂ

p —_ P )
Del Lema 3.4.2 tenemos que A, — A, por lo tanto, como o — o, es suficiente probar
que

Z‘W’l( —J&x ”0))f(x,,0)w(x,,r) — N(0,B) . (3.10)

Definamos L(y, x, 6, 5, G) = oy, (y_f(—sxa)) f(x, O)w(x, G), donde 0 es el valor verdadero del

parametro y esta fijo. Notemos que L(y;, X;, d;, 0, I') tiene esperanza nula en virtud de la
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simetria de los errores, imparidad de ¢, y la condicién (2.2). Por el Teorema Central del
Limite sabemos que

1 « D
T L i’Xia(Si’O-ar — N O’B ’
'WZ;@ ) — N(©0,B)

ergo, basta ver que

= 1Y .
T,@T) = — > [Lux,6,7.T) - Lo X0, 05D =50, (3.11)
i=1

\n 4

lo cual probaremos utilizando los argumentos de procesos empiricos mencionados en la
seccion anterior.

Para demostrar la convergencia (3.11) tenemos que probar que para cualquier £ > 0,
P(|T,(o,I)| > ) — 0. Sean S y G los entornos de o y I, respectivamente, mencionados
anteriormente y sea ¢ tal que ¢! < s < ¢ paratodo s € S.

Sumando y restando L(y, X, 6, s, I') y haciendo un desarrollo de Taylor de primer orden
para Y, después de un poco de dlgebra, obtenemos que

_ N ,0) —
&//,l(y é(x ))f(xcr*)2 y

IL(y,X,0,s,G) — L(y,x,6,0,T)| < f(x, O)w(x,I)

s — ol

+ ‘51//1 (y_f—s(xe)) i(x, 0)(w(x, G) — w(x, r))l

1 . -
4mm;mm+HMMMﬂmm®Muh4mm,

donde 7, fue definida en N3, @ y « estdn definidas en N5 y o es un punto intermedio
entre sy o.

Tomando ¢g(x) = sup (kloz(x) + ko lf(x, O)a(x, G)) y usando N1 y N3 resulta que para
G
caddaseSyGeg

IL(y,X,0,s,G) — L(y,x,0,0,)| < g(x) |(5,G) — (o, ). (3.12)

Consideremos, entonces, la siguiente familia de funciones
F ={g.c(.X,0) = L(y,X,6,5,G) — L(y,x,0,0,I) : s € S,G € G}.
Notemos que como los errores son simétricos y ¥, es impar, E(g;¢(y,X,0)) = 0. Ademas,
dado que valen (3.12) y NS, tenemos que r(x) = g(x) V2¢, es una envolvente para .

Por otra parte, valen N1 y N4, por lo tanto L(y, X, d, s, G) es continua en (s, G), enton-
ces como S X G es separable, por la Proposiciéon 3.2.1, ¥ es P—medible.

Asimismo, debido a que vale (3.12), por el Teorema 3.2.3, tenemos que ¥ cumple la
siguiente condicion de bracketing

Npy (22lgllz.. 7 L2(B)) < N(Z. SX G- ]) -
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Luego, por la Proposicién 3.2.2
J[](V, 7:) —>y50 0.

- —~ P = P :
Por consiguiente, como o0 — oy I' — T, tenemos que dados > 0y v > 0, existe n
suficientemente grande tal que

P( 7,G.D)| > g) < P(F-ol>wlF-T>v)+ P( 7,@D)| > £.[7 - ol <7 [F-T| < v)
< v+P( 1,@.D)| > .[7 - ol <v.[F-T| < v)
< v+ P( sup |T,(s, G)| > {]
|s—(r|<v,|G—r|<v
<

v+ lE[ sup |T,.(s,G)| > zj) .

|s—0'|<v,|G—F|<v

Luego, basta ver que

lim lim E( sup |T,.(s, G)| > {) =0.

y=0n=ee  erG-T<y
Dado v > 0, consideremos la subclase
F, ={g:6(0,X,0) : s € S,G e G, |s— | <v,|G-T| <v}.

¥, cumple con las condiciones de la desigualdad maximal enunciada en la Proposicion
3.2.3 con funcién envolvente r(x), definida mds arriba, de modo que

E| s 66> 5) < Don ) [E(P®)]" + VIE (r0) e o)
|s—o|<v,|G-1 |<v
< Dy P [B(P®)]" + Vi [E(Pw)]|”
+ +nE @1
n r(x) | 100> Vaaw)
< DyJy(»v,F) [E (7’2(?())]1/2 + Vn nl(v)E(rz(x)l{r(x)>\ﬁa(v)})

= D P [E(Pm)] " + %E(#(x)l{,@» diay) (313)

Dado que la funcién envolvente r tiene segundo momento finito, el segundo término
de (3.13) tiende a 0 y por lo tanto,

12

mE|  sup  [Tu(s.G)>{¢| < Doy FIE(Fx)

n—oo
\s—(r|<v,|G—F|<v
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Finalmente, los resultados deseados se deducen del hecho que J;(v,#) — 0 cuando v
decrece a 0.0

La condicién NS podria reemplazarse por la siguiente hipdtesis en el caso en que se
elija una funcién de peso w derivable respecto del pardmetro G, y el resultado del Teorema
anterior seguirfa siendo valido, utilizando para su prueba argumentos semejantes a los
empleados en su demostracion.

N5’. La funcién de peso w(x, G) es derivable como funcién de G, tal que si w(x, G) es el
gradiente de w(x, G) con respecto a G,
a) para cada componente del gradiente w, W, se tiene que ||w[|. < oo,

b) existe g, tal que para cada componente fj, j = 1,...,p, del gradiente de la
funcién de regresion se verifica que

E [sup |f(x, B)Wix, G)|2] <.
G

Cabe notar que cuando p(x) = 1, que corresponde al caso en que no hay respuestas fal-
tantes, obtenemos que A = Ey/{ (€)E [f(x, O)f (x, 0)'w(x.T)| y B = Ey}(e)E (x. O)i(x, 6)'w’(x, T)).
Cuando ademds w = 1, A = Ey/(e)E ['f(x, 0)f(x, 0)t] B = Ey}(e)E ['f(x, 0)f(x, 0)t] y en

consecuencia, la matriz de covarianza asintética del estimador @ corresponde a la de un
M M—estimador (ver Fasano, 2009).

Por otra parte, para el estimador de minimos cuadrados y(r) = 2t y, por lo tanto,
I = E[ix 0)i(x,0)']
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Capitulo 4

Curva de Influencia

4.1. Definicion

La curva o funcion de influencia es una medida de la robustez respecto a un outlier que
permite estudiar la estabilidad local de un estimador. Esta importante herramienta consti-
tuye la piedra angular de lo que se conoce como el enfoque infinitesimal. Fue introducida
por Hampel (1974) a fin de evaluar el comportamiento infinitesimal de un estimador dado.
Esta medida se utiliza con el fin de cuantificar el “buen” comportamiento del estimador
en un “entorno” del modelo propuesto para el cual fue definido. También habilita a estu-
diar la eficiencia asintética de un estimador dando a la vez una justificacion tedrica para
la seleccion de la funcidn de peso y las constantes de calibracion. De hecho, se la puede
pensar como la primera derivada del funcional asociado al estimador y, bajo condiciones
de regularidad, permite la deduccién de la matriz de covarianza asintética del estimador
en cuestion.

La curva de influencia es una version asintética de lo que conocemos como la curva de
sensibilidad. Comenzaremos por abordar este primer concepto en una situacion genérica
en la que 1, es un estimador basado en una muestra zi, .. .,z, de tamafio n de vectores
aleatorios 1.i.d. con distribucién G.

La curva de sensibilidad del estimador p,, es la diferencia
ﬁn+1(zla ceesZy, Z()) _ﬁn(zh D) Zl’l)

1/(n+1)
n+ D@, (215,20, 2,) — [, (Z1,...,Z,))

SC(Z(H Z]’ ] Zl’laﬁn)

como funcién del valor atipico z,, la cual sirve para medir el efecto de diferentes posicio-
nes de un outlier introducido a la muestra. De hecho, la curva de sensibilidad es n veces
el cambio en el estimador al agregar una observacion adicional z,,.

Asumamos que g, es un estimador que puede escribirse como un funcional, es decir
n, = T(G,), donde G, es la distribucién empirica que asigna masa 1/n a cada zy, . . ., z,,
y que existe g = T(G), donde T'(G) es el funcional basado en la distribucion G. Con esta
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notacion, la curva de sensibilidad puede escribirse como

s o T GG+ 5780) - TG
1/(n+1)
donde A,, es la medida de Dirac que da masa 1 al punto z,. De esta manera, resulta
natural extender esta nocidén al concepto de curva de influencia, para la cual serd necesario
estudiar el comportamiento de los estimadores cuando el tamafio de la muestra tiende a
infinito. Como dijimos anteriormente nos interesa saber como se comporta el estimador
en un entorno de una distribuciéon G. Hay varias maneras de caracterizar estos entornos,
nos enfocaremos en la familia conocida como entornos de contaminacion definidos como

F ) =1{Gpe: Gy =(1-8)G+eA,}.

Introducimos entonces la funcion de influencia (IF) de un estimador como la versién
asintdtica de su curva de sensibilidad. Esta funcién es una aproximacién del comporta-
miento del estimador cuando la muestra contiene una pequefia proporcion & de idénticos
valores atipicos. Demos ahora la definicién formal.

Definicion 4.1.1 Supongamos que el vector aleatorio z tiene distribucion G. La funcion
de influencia del funcional T en G se define como

T((1 - )G + &A,,) — T(G)
. .

IF(z,, T(G)) = h’r%

Podemos decir entonces que la funcion de influencia mide aproximadamente el efecto
de una contaminacién infinitesimal ubicada en un valor fijo. Es claro que si tomamos
e=1/nyG = G,_, se reduce a SC, es decir mide aproximadamente n veces el cambio
de T debido a una observacion adicional en z, para una muestra de tamafo grande n — 1.

En la siguiente seccion se deduce la funcién de influencia para el estimador solucion
de (2.14).

4.2. Funcion de Influencia y Funcion de Influencia Espe-
rada
Sea G, una distribucién definida en R**' {0, 1} y notemos por 6(G,), o(G) y I'(Gy) a

los funcionales relacionados a los estimadores 6, o y I, respectivamente. Es decir, 8(G)
minimiza H(b, 0(G,),I'(G,),G;), donde

- f(x,b)
Hb.0(G1).T(G1).Gy) = Eq, [6;)1 (yf—) Wi, r(Gm]
a(Gy)
y por lo tanto, resuelve el siguiente sistema de ecuaciones

y_f(X,b)

HO(b, 0(G1),T(G1), Gy) = Eg, [P(XWI ( o(G1)

)f(x, b)w(x, I’(Gl))] =0.
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Bajo el supuesto de que #(G1) es un funcional Fisher—consistente en G, es decir 6(G) = 0,
demostraremos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.1 Supongamos que se cumplen N1, N2, N6 y N10 y que la funcion de
peso w(X, G) es derivable con respecto a G tal que existe €, de manera que

E [supgg | fj(x, Hw(x, G)|2] < oo para cada componente f] j=1,...,p, del gradiente de

y—f(xﬁ)) X
(on

la funcion de regresion. Asumamos, ademds que Eg [1,//1 (

0, que se satisface la condicion MAR dada en (2.2) y que las funciones de influencia
IF(z,,0(G)) y IF(z,,I'(G)) existen y 0(G) = o y I'(G) = I'. Entonces IF (z,,0(G)) existe
y tenemos que

Yo — f(xm 0)
(oA

IF(z,,0(G)) = 6,0, ( )w(xg, DA 'f(x,,0), 4.1)

donde z, = (y,, Xf), 0,) y A es la matriz que estd definida en N10.

Demostracion: Sea G,, . € ¥ (¢), como

l// (y - f(X’ O(qu,a))
"\ G

)f (X, (G, ))W(X, F(Gzo,s))é] =0

Eg,, .

y Gy, = (1 —&)G + €A,,, entonces

Y= f(X,0(Gy,.))
0(Gy,0)

Yo = f (%, G(GZO’S))) £(%,. (G, )W(%,. TG, )5, (4.2)
O'(ng,s)

0 = (I1-9E¢ [lﬁl ( )f(X, 0(G,,.)w(X, F(Gz(,,s))P(X)]

+ 8{#1(

Por lo tanto, si derivamos (4.2) con respecto a € y evaluamos en € = 0, nos queda que

_ 0 .
0 = -Eg [p(x)m (%) f(x, O)w(x, F)]

- éEG [p(x)w; (#) £(x, O)F(x, )w(x, r)] 1F(z,, 0(G))

[ — ,0 - ,0).
~ Eg|peowi |2 ];(X )2 {: &P 0)w(x,r)] IF(z,, (G))
+ Eg | pxw, # f(x, O)w(x, r)] IF(z,, 6(G))
+ Eg|px)y # f(xﬁ)v’v(x,r)tIF(zo,r(G))]

w ) f(x,, Ow(x,,I).

+ 50‘/’1 (

_ B, [:,//; (y—f((:ﬂ)) -t ' X] _
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Dado que Eg (1//1 (y_fETXO)) |x) =Eq (1//’l (y_f(—xa)) y_f(+0)|x) = 0, obtenemos que

o

IF(z,, 6(G)) = A6, (W

) f(x,, O)w(x,, [)or,

como queriamos demostrar. [J

Notemos que como bajo el modelo (1.1), y = f(X,0) + o€, luego si € tiene distribu-
cion simétrica alrededor de 0, es independiente de x y valen N1 y N2, ,(¢) y t¢,(t) son

y—f((:ﬂ)) =Eg [Wl (5—’_f(x’0)) y_ffoo)‘ x] =0.

o

X

funciones impares y tenemos que Eg [;01 (

Cabe destacar que la IF(z,, 8(G)) depende de J, que es una variable binaria, con lo
cual la funcién de influencia valdra cero si y, es una respuesta faltante. Por este motivo,
Bianco et al. (2013) consideraron la funcion de influencia esperada, dada por

ElF(z,, T(G)) = EclIF(z,, T(G))Iz,]

siendo Z, = (y,,X'), como una herramienta alternativa para medir el efecto de outliers

sobre un funcional dado cuando hay que pérdida de datos.

La EIF mide la influencia esperada condicional de una observacién, sin importar si la
respuesta fue observada o no. Nos da una idea del efecto de la probabilidad de pérdida
sobre el funcional y sobre el estimador relacionado.

Corolario 4.2.1 En las condiciones de la Proposicion 4.2.1, tenemos que

Yo — f(Xo’ 0)
g

EIF(z,,0(G)) = p(X,)o ¢ ( ) w(x,, D)A™'(x,,6).

Por lo tanto, la EIF de nuestro estimador resultard acotada de acuerdo a una correcta
eleccion de la funcién de score ¢ y la funcién de peso w, de manera de poder controlar a
los residuos y al gradiente.

Observemos que para el caso del estimador cldsico ¢ (¢) = 2t y w = 1, por lo tanto su
funcién de influencia esperada resulta ser

ElFyic = p(x,)(y, — f(X,, 0)Eg [p(x)f (x, O (x, 6?)t]_1 f(x,, 0), la cual no serd acotada.

El caso del M M—estimador se obtiene tomando w = 1 (ver Fasano et al., 2012) y

queda que ElFyn = p(x,)0y, (M) A'f(x,, 0).
o

4.3. Ejemplos Numéricos

Con el objetivo de comparar el comportamiento de la funcién de influencia espe-
rada de los estimadores pesados (wmm) con la del estimador cldsico (mc) y la de los
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M M—estimadores, los cuales fueron presentados en el Capitulo 2, consideramos dos
ejemplos numéricos usando tres esquemas para la funcién de probabilidad de pérdida
de las respuestas:

pCOMP('x) = 1’
pLOG('x) (1 + exp(_a-x - 0’2))_1’
Peos(x) = 0,8 +0,2cos’(bx + 0,4),

donde las constantes a y b serdn elegidas para obtener distintos porcentajes de respuestas
faltantes.

4.3.1. Modelo de Michaelis—Menten

En el primer ejemplo, consideramos el modelo de Michaelis—Menten en la parametri-
zacion dada por Ratkowsky (1983), es decir que la funcion de regresion esta dada por

61)(

- rso.
exp(6,) + x’ *

f(x,0)

Este modelo se utiliza frecuentemente para ajustar la cinética de enzimas.

Para nuestro estudio consideramos
6,=10, 6,=0, o=1, x~U(0,10), y €e~N(QO,1I).

Las constantes utilizadas para las probabilidades de pérdida fueron a = 0,2y b = 0,2,
las cuales nos llevan a tener aproximadamente un 25 % y un 15 % de respuestas faltantes
CON Pios ¥V Peoss Tespectivamente. La p—funcién que utilizamos para calcular las EIF de
los estimadores robustos, es decir de los WM M-y de los M M —estimadores, la elegimos
dentro de la familia de la bicuadrada definida en (2.6) con ¢ = 4. Asimismo, para el
computo del estimador pesado utilizamos una funcién de peso w, dentro de la familia
inducida por la bicuadrada con argumento igual a la distancia de Mahalanobis robusta
basada en la covariable x. Esto es

o) 2
W) = (1—2—2) C%I{mst}, 4.3)

w w

wx D) = w,(d(x, g, ), conT = (uy, 7). (4.4)

donde d es la distancia de Mahalanobis y u, y o, fueron tomadas como la mediana y la
MAD de x, respectivamente, y tomamos ¢,, = x7 0.05"

Para ilustrar el comportamiento de las EIF, calculamos su norma euclidea | EIF | sobre
una grilla de valores (xo, yo), equidistantes, de tamafno 134 x 51 dentro de los intervalos
[0;39,9] x [0; 15]. En la Figura 4.1 graficamos los valores obtenidos de | EIF | en funcién
de X0 € Yo.

Observando estos graficos podemos ver que la | EIF | del funcional relacionado al esti-
mador de minimos cuadrados, aun cuando esta acotada, puede alcanzar valores muy altos
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debido tanto a grandes residuos como a grandes valores de la variable x. Este comporta-
miento empeora bajo el esquema de pérdida logistico, mientras que cuando la probabili-
dad de respuestas faltantes sigue un esquema dado por el coseno aparece un efecto de fluc-
tuacion. El comportamiento de la norma en estudio de los WM M-y M M—estimadores se
asemeja al del estimador de minimos cuadrados para valores moderados de z, = (o, x0)t
bajo los tres esquemas de pérdida considerados. Si bien la norma de la funcién de in-
fluencia esperada del M M—estimador no crece indefinidamente, debido a que el gra-
diente de la funcion de regresion es acotado, ésta resulta ser mucho mayor que la del
WM M —estimador, ya que éste penaliza aquellas observaciones con valores altos en la
covariable por medio de la funcién de peso. Esto sucede para los tres esquemas de falta
de respuestas considerados.

4.3.2. Modelo Exponencial

Como un segundo estudio, consideramos el modelo de crecimiento exponencial dado
por la relacién
y = 6 exp(6rx) + o€, 4.5)

conty =56,=2,0=1yx~U(QO,1)y e ~ N(Q,1), valores que fueron considerados
por Fasano (2009).

Para las probabilidades de pérdida de las respuestas elegimos los valores a = 2y
b = 10 de manera de obtener aproximadamente un 25 % y un 10 % de respuestas fal-
tantes para p,oc(X) ¥ Peos(X), respectivamente. Para calcular la EIF del WM M-y del
M M —estimador utilizamos la misma p—funcién y funcién de peso que en el ejemplo
anterior con constantes de calibracién, c = 4y ¢, = )(in, respectivamente. Asimismo,
en la Figura 4.2, graficamos la norma de la funcién de influencia esperada, | EIF | en fun-
cién de x( e yo a lo largo de una grilla de 141 x 101 valores equidistantes dentro de los
intervalos [0; 1,4] x [0; 50].

Para este modelo podemos ver que la | EIF | del estimador clasico no es acotada. Aun-
que el MM —estimador logra controlar la influencia en una gran parte de la regién en
estudio, vemos que a medida que x, se aproxima a 1 e y, crece la norma de la esperanza
de la influencia crece, indefinidamente. Luego, cuando utilizamos la funcién de peso para
acotar las variables explicativas cuya distancia de Mahalanobis sea grande, la EIF resul-
ta siempre acotada y vale cero tanto para valores extremos de la covariable como de la
variable de respuesta.
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Deome(X)

0MC EMM 0WMM

Proc(x)

0MC 0MM 0WMM

Peos(X)

0MC oMM 0WMM

Figura 4.1: Gréficos de la |EIF|, en funcién de x, e y, para el Modelo de Michaelis—
Menten.
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Deome(X)
Onc

0MM

Ownim

izl

il

Proc(x)

0MM

izl

(EE

Peos(X)
Omc

0MM

Figura 4.2: Gréficos de la | EIF |, en funcién de xj e yy para el Modelo Exponencial.



Capitulo 5

Estudio de Simulacion

Por medio de un estudio de Monte Carlo comparamos el desempefio del procedimien-
to propuesto con el del estimador cldsico y con el de otros dos estimadores robustos.
Para este estudio consideramos dos modelos para la funcién de regresion con diferentes
mecanismos de pérdida de las respuestas y distintas configuraciones de contaminacion.

5.1. Modelo de Crecimiento Exponencial

Para el primer experimento numérico consideramos el modelo exponencial dado por
(4.5). Siguiendo este modelo, generamos NR = 1000 réplicas de muestras (y;, x;) de ta-
mafio n = 50 con

0,=560,=2,0=1,x~U@0,1)y e~ N(QO,1).
Implementamos tres esquemas para la funcion de pérdida de las respuestas:

pCOMP(x) = 1’
Proc(x) = (1 +exp(—ax—0,2))"", cona=2
Peos(x) = 0,8+0,2 cos’(bx + 0,4), conb =2

las cuales tienen una probabilidad esperada de pérdida de las respuestas aproximadamente
igual a 25 % y 15 %, respectivamente.

Los estimadores se evaluaron tanto en muestras sin contaminar, las que notaremos
por Cy, como bajo muestras contaminadas segun distintas configuraciones variando la
proporcién de outliers presentes en la muestra. Si bien se simularon variadas configura-
ciones para las contaminaciones, en esta tesis solo mostraremos aquellas que resultaron
mas relevantes.

A los modelos contaminados los llamaremos C ,,,, C2,, C3,, Y C4,, donde m es la can-
tidad de observaciones reemplazadas por valores atipicos, y los definimos en la siguiente
tabla

41
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Xo Yo

Cinm | 1,2 | 0,9[6, exp(6:x,)]
Com | 1,4 | 0,96, exp(61x,)]
C3’m 1,8 0,9[01 exp(@zx,,)]
C4,m 2 0’9[61 exp(HZ-xo)]

Se reemplazaron m = 5, 7, 10 y 12 observaciones con estos valores, que representan
aproximadamente el 10 %, el 15 %, el 20 % y el 25 % de los datos originales, respectiva-
mente.

En todos los casos calculamos el estimador de minimos cuadrados (mc) y los estimado-
res robustos previamente mencionados, el M—, el MM—y el WM M —estimador. Al igual
que para la curva de influencia, elegimos la p—funcién dentro de la familia bicuadrada con
diferentes constantes de calibracion c. Ademads para el computo del estimador propuesto
se utilizaron las funciones de peso definidas en (4.3) y (4.4) utilizando las versiones mues-
trales de la mediana y la MAD y con dos constantes distintas, ¢, = )(3,95 y Cpa = )(&9,
con el objetivo de obtener dos versiones del WM M —estimador de manera que la segunda
sea mds robusta que la primera y que notaremos por wMM; y wMm,, respectivamente.

Con el fin de determinar las constantes c utilizadas para las p—funciones para que los
estimadores robustos tengan eficiencias asintéticas iguales a 0,85 y 0,90, recordemos que
si @ es un estimador de 6 que resulta asintéticamente normal con matriz de covarianza V,
y Oyc es el estimador de maxima verosimilitud, que bajo el modelo no lineal coincide con
el estimador de minimos cEadrados, y tiene matriz de covarianza V, una manera de medir
la eficiencia asintética de @ (ver Maronna et al., 2006) es a través de

ef(0) = ,(V'V,),

donde 4;(M) es el mayor autovalor de la matriz M.

Resulta entonces que las eficiencias asintoticas para los estimadores utilizados se cal-
culan de la siguiente manera

2
_ E |y (0]
ef(On) = T,
E[y? (o]
ef(/o\MM) = ef@M),
efBwnm) = i (AB™'AE[(x, 0)i(x,60)'1),

donde A y B est4n definidas en N10 y en el Teorema 3.4.2, respectivamente, y E[f(x, )f(x, )]
es la matriz de covarianza del estimador de minimos cuadrados.

De esta manera obtuvimos la siguiente tabla de constantes de calibracion, en base a
las distribuciones mencionadas previamente, para el cdlculo de los estimadores robustos
bajo las eficiencias deseadas.
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Estimadores | Eficiencia Cw c
M—MM 85 % - 3,44
M—MM 90 % - 4
WMM| 85 % )(%’0’95 3,75
WMM| 90 % )(%’0’95 4,5
WMM) 85 % )(%’079 475

Utilizamos dos tipos de estimadores como iniciales para las versiones robustas. El
primero se dedujo de la linealizacién del modelo que resulta de aplicar logaritmo a ambos
lados de la igualdad (4.5), obteniendo

Oiven = exp(Med(log(y)) - OoenMed(xy)), (5.1)
— log(y;) — Med(log(y;
Gomep = M ed( Og(yx)‘ — MZ dEx(?;g b ))) , (5.2)

donde las medianas se calculan sobre las observaciones con ¢; = 1.

El segundo estimador inicial que utilizamos fue el S —estimador definido en la Seccién
2.3.

Cabe observar que establecer un punto inicial es un problema crucial para los modelos
no lineales, por este motivo también realizamos simulaciones utilizando como punto de
partida el LM S —estimador definido por (2.10) pero estos resultados no seran mostrados
ya que este estimador si bien es altamente robusto, resulta muy inestable computacional-
mente para este modelo en las condiciones que consideramos en este trabajo.

En base a los resultados obtenidos calculamos como medidas de resumen a la Media,
la Mediana, el Desvio Estdndar (SD), la MAD vy el Error Cuadratico Medio (ECM). Estos
valores se encuentran en el Apéndice en los Cuadros 8.1 al 8.12 para los estimadores
con punto inicial basado en las medianas, mientras que los valores correspondientes a los
computados a partir de un § —estimador se encuentran en los Cuadros 8.13 al 8.24.

Finalmente, en los Cuadros 5.1 y 5.2 se encuentran los errores cuadraticos medios
conjuntos calculados de la siguiente forma. Dado un estimador 6 el error cuadratico medio
lo hemos computado como

NR

ECM = % Z (01, - 01 + (B2 — 62)).

J=1

donde (51, j,/éz, ;) es el valor del estimador obtenido en la replicacién j, j = 1,...,NR.
En el Cuadro 5.1 los errores cuadraticos medios de los estimadores robustos correspon-
den al caso en que se utilizaron como iniciales los valores obtenidos de las ecuaciones
(5.1) y (5.2), y los que figuran en el Cuadro 5.2 corresponden a tomar como inicial un
S —estimador.

Aunque los errores cuadraticos medios mostrados en estos dos cuadros son muy simi-
lares, los obtenidos utilizando en los robustos como inicial un S —estimador, en general,
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son mds pequefios. Por estas razones, las conclusiones del anélisis las haremos a partir de
los resultados exhibidos en el Cuadro 5.2. En €l podemos observar que, si bien, como es
de esperar, hay cierta pérdida de eficiencia, el comportamiento de los estimadores robus-
tos considerados cuando la muestra estd sin contaminar (Cy), es similar al del estimador
de minimos cuadrados. Esta conclusién es vélida tanto para el caso completo, como para
los casos en que hay pérdida de respuestas, ya sea por un esquema logistico como por
un esquema de coseno. Al introducir datos atipicos en la muestra se puede ver como el
estimador de minimos cuadrados es altamente afectado aumentando su error cuadrati-
co medio desde cinco hasta veinte veces dependiendo de la contaminacion considerada.
Asimismo podemos ver que a medida que aumenta el valor de contaminacién en la cova-
riable esta suma de los errores va disminuyendo, comportamiento que también ocurre en
algunos sectores de la curva de influencia.

Sibien los M—y M M- estimadores tienen errores menores a los del estimador cldsico
ante la presencia de las contaminaciones consideradas, esta diferencia es casi minima
siendo del mismo orden que los del estimador de mc y su aumento con respecto al caso sin
contaminar va desde el doble hasta a mas de diez veces. Esto sucede tanto para aquellos
que alcanzan un 85 % de eficiencia como los que tienen un 90 % de eficiencia.

Al introducir la funcién de peso en el célculo del estimador obteniendo los WM M —es-
timadores podemos ver que al haber un 10 % de contaminacion sus errores cuadraticos
medios no se ven afectados siendo muy similares al caso Cy. Esto también ocurre cuando
hay 7 observaciones atipicas (15 % de n = 50). Cuando el porcentaje aumenta al 20 %
vemos este mismo comportamiento para los casos C; 19, C310 Y Ca.10 aunque para el caso
Ci.10 los WM M—estimadores se ven afectados al aumentar su error en dos veces 0 mds,
pero siempre permaneciendo menor que las otras versiones robustas consideradas. Final-
mente, al introducir 12 outliers, es decir aproximadamente un 25 % de contaminacion,
vemos un aumento considerable en los errores para los casos Cj 1,2, en el que los errores
crecen al mismo nivel que los de los M— y M M—estimadores, y C 12 en que los errores
crecen pero permanecen menores a los de sus contrapartidas robustas. Mientras que para
los casos Cs 12 y Ca12 los WM M —estimadores considerados logran controlar la presencia
de estos tipos de datos atipicos de manera més eficiente. Esto ocurre tanto para el caso de
datos completos como para los casos en los que hay pérdida de las respuestas.

Estos resultados permiten concluir que el estimador propuesto resiste hasta un 20 %
de contaminacion en el sentido en que fue elegida en este estudio.

Por otro lado, vale la pena destacar que si bien los valores de las varianzas de los
estimadores WM M que se encuentran en los Cuadros 8.1 al 8.24 aumentan a medida que
se incrementa la cantidad de datos atipicos presente en la muestra, la ganancia en el sesgo
es mucho mayor ya que su disminucidn es considerable en relacion a sus contrapartidas
robustas.
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Eficiencia 85 % 90 %
Pcomp MC M MM WMM, WMM; M MM WMM;
Co 0,0277 0,0305 0,0294  0,0352 0,0428 | 0,0286 0,0279  0,0336

Cis 0,3369 0,2608  0,2821  0,0424 0,0400 | 0,2977 0,3083  0,0484
Ci7 0,3721 0,3412  0,3522  0,0882 0,0494 | 0,3598 0,3656  0,1061
Crio 0,4085 0,3863  0,3899  0,2893 0,1528 | 0,3932 0,3953  0,2948
Ci12 0,4349 0,3932  0,3999  0,4048 0,3184 | 0,3998 04049 04110
Cys 0,2931 0,2154  0,2253  0,0359 0,0399 | 0,2332  0,2469  0,0348
Cr7 0,2925 0,2540  0,2642  0,0383 0,0409 | 0,2688 0,2783  0,0371
Ca.10 0,3012 0,2829  0,2869  0,0650 0,0515 | 0,2874 0,2896  0,0652
Cr12 0,3032 0,2849  0,2868  0,1398 0,0921 | 0,2882  0,2898  0,1405
Css 0,1431 0,1019  0,1074  0,0366 0,0402 | 0,1099 0,1138  0,0351
C3q 0,1606 0,1167 0,1205  0,0389 0,0413 | 0,1224 0,1275  0,0372
C3.10 0,2036 0,1370  0,1386  0,0439 0,0436 | 0,1392 0,1404  0,0406
Ci.12 0,1442 0,1412  0,1410  0,0509 0,0467 | 0,1416  0,1417  0,0457
Cys 0,1050 0,0761  0,0780  0,0366 0,0401 | 0,0803 0,0824  0,0350
Ca7 0,1063 0,0858  0,0890  0,0390 0,0412 | 0,0896  0,0900  0,0372
Ca.10 0,1316 0,1002 0,1013  0,0444 0,0440 | 0,1016  0,1021  0,0409
Ca12 0,1062 0,1043  0,1041  0,0503 0,0474 | 0,1045 0,1041  0,0450

PLOG MC M MM  WMM; WMM, M MM  WMM,

Co 0,0358 0,0441  0,0407 0,0487 0,0600 0,0408  0,0387 0,0463
Cis 0,4095 0,3469  0,3638 0,0646 0,0548 0,3741  0,3870 0,0688
Ci7 0,4567 0,4300 0,4415 0,1305 0,0674 0,4415  0,4489 0,1434
Ci10 0,5112 0,4800 0,4836 0,3588 0,1881 0,4825 0,4856 0,3634
Ci12 0,5146 0,4937  0,5009 0,4984 0,3775 0,4935  0,5020 0,4936
Cas 0,3270 | 0,2626 02784  0,0493  0,0544 | 02835 0,2976  0,0476
Cy7 0,3382 0,3116  0,3195 0,0544 0,0552 0,3228  0,3262 0,0518
Ca10 0,3479 0,3315 0,3362 0,0895 0,0711 0,3336  0,3370 0,0867
Ca12 0,3483 0,3451 0,3471 0,1918 0,1272 0,3448  0,3457 0,1840
Css 0,1583 0,1261 0,1272 0,0506 0,0549 0,1290 0,1341 0,0484
C3q 0,1701 0,1441  0,1485 0,0562 0,0570 0,1489  0,1498 0,0523
C310 0,1943 0,1594  0,1608 0,0709 0,0641 0,1597  0,1602 0,0611
Ci.12 0,1588 0,1644  0,1648 0,0888 0,0770 0,1623  0,1640 0,0763
Cys 0,1149 0,0943  0,0964 0,0504 0,0546 0,0981 0,1001 0,0481
Cy7 0,1165 0,1072  0,1080 0,0565 0,0570 0,1093  0,1099 0,0523
Ca.10 0,1203 0,1188 0,1178 0,0715 0,0643 0,1175 0,1172 0,0616
Ca12 0,1156 0,1261  0,1242 0,0881 0,0761 0,1220  0,1220 0,0745

Pcos MC M MM  WMM; WMM, M MM WMM,

Co 0,0286 | 0,0335 0,0322 0,000  0,0498 | 0,0315 0,0307 0,0380
Cis 0,3412 | 0,2833 0,3062 0,0515  0,0464 | 03148 03279  0,0570
Ci7 0,3821 0,3555 03646  0,1076  0,0566 | 03673 0,3723  0,1226
CiLio 04167 | 0,3858 0,3914 03079  0,1681 | 03929 03968  0,3151
CLiz 04323 | 0,3950 0,4030 04271 03392 | 03992 04065 04276
Cas 02862 | 0,2283 0,2423  0,0408  0,0464 | 02467 02621  0,0392
Caz 0,2971 | 0,2681 02791 0,0431  0,0468 | 02800 02863  0,0424
Ca1o 0,3050 | 0,2859 0,2893  0,0707  0,0580 | 02899 02926  0,0688
Conn 0,3078 | 0,2896 0,2940  0,1608  0,1024 | 02911 02946  0,1586
Css 0,1439 | 0,1037 0,1070 0,0412  0,0466 | 0,100 0,1149  0,0395
Cs7 0,1454 | 0,1163 0,1203 0,0438  0,0473 | 0,1240 0,1275  0,0416
Cs.10 0,1933 | 0,1384 0,1405 0,0494  0,0493 | 0,1410 0,1425  0,0453
Cs.12 0,1805 | 0,1404 0,1407 0,0573  0,0545 | 0,1411 0,1415  0,0523
Cis 0,1061 | 0,0744 0,0777 00400  0,0464 | 0,0783 0,0799  0,0393
Ca7 0,1086 | 0,0855 0,0856 0,0432  0,0471 | 0,0874 0,0897  0,0414
Ca10 0,1083 | 0,0979 0,100  0,0488  0,0491 | 0,1016 0,1014  0,0449
Can2 0,1077 | 0,1055 0,057 0,0561  0,0541 | 0,1056 0,1060  0,0506

Cuadro 5.1: Errores cuadriticos medios utilizando en los estimadores robustos como iniciales los
descriptos en (5.1) y (5.2), n = 50.
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Eficiencia 85 % 90 %
Pcomp MC M MM WMM,; WMM, M MM WMM,
Co 0,0277 0,0316 0,0316  0,0371 0,0436 | 0,0293  0,0293  0,0345

Cis 0,3369 0,2366  0,2353  0,0423 0,0415 | 0,2696  0,2686  0,0435
Ci7 0,3721 0,3331  0,3280  0,0826 0,0495 | 0,3467 03457  0,0897
Ci.10 0,4085 0,3725  0,3694  0,2665 0,1412 | 0,3781 03761  0,2791
Ci12 0,4349 0,3725 03718  0,3861 0,2999 | 0,3776  0,3770  0,3928
Cy5 0,2931 0,2248  0,2253  0,0401 0,0421 | 0,2346 0,2330  0,0370
Ca7 0,2925 0,2699  0,2694  0,0447 0,0441 | 02743  0,2730  0,0406
Ca.10 0,3012 0,2804 0,2801  0,0727 0,0565 | 0,2831 0,2830  0,0655
Ca12 0,3032 0,2820 0,2819  0,1484 0,0957 | 0,2832 0,2827  0,1421
Css 0,1431 0,1191  0,1182  0,0398 0,0418 | 0,1203  0,1208  0,0368
C37 0,1606 0,1341  0,1349  0,0426 0,0432 | 0,1337 0,1337  0,0391
Cs.10 0,2036 0,1373  0,1383  0,0495 0,0467 | 0,1383 0,1380  0,0436
C312 0,1442 0,1424  0,1422  0,0587 0,0515 | 0,1414  0,1415  0,0498
Cys 0,1050 0,0755 0,0760  0,0374 0,0407 | 0,0790 0,0784  0,0354
Cs7 0,1063 0,0850 0,0852  0,0392 0,0415 | 0,0879 0,0872  0,0373
Ca.10 0,1316 0,0902 0,0896  0,0411 0,0425 | 0,0919 0,0924  0,0391
Ca12 0,1062 0,0941  0,0928  0,0435 0,0439 | 0,0962 0,0952  0,0412

PLOG MC M MM  WMM; WMM, M MM  WMM,

Co 0,0358 0,0467  0,0466 0,0540 0,0630 0,0428  0,0425 0,0492
Cis 0,4095 0,3235 0,3188 0,0632 0,0571 0,3466 00,3469 0,0638
Ci7 0,4567 0,4157 04127 0,1224 0,0664 0,4247  0,4230 0,1238
Ci10 0,5112 0,4639  0,4605 0,3437 0,1814 0,4647  0,4619 0,3445
Ci12 0,5146 0,4853  0,4804 0,4830 0,3687 0,4792 04739 0,4771
Cys 0,3270 0,2795  0,2795 0,0579 0,0588 0,2834  0,2817 0,0525
Ca7 0,3382 0,3194 0,3186 0,0673 0,0622 0,3209  0,3213 0,0588
Ca.10 0,3479 0,3327 0,3333 0,1227 0,0868 0,3317  0,3329 0,1015
Ca12 0,3483 0,3418  0,3425 0,2227 0,1522 0,3356  0,3346 0,2022
Css 0,1583 0,1428 0,1434 0,0575 0,0587 0,1419  0,1420 0,0521
C37 0,1701 0,1543  0,1542 0,0660 0,0630 0,1541 0,1541 0,0580
Cs.10 0,1943 0,1622 0,1611  0,0898  0,0743 | 0,1580 0,1586  0,0723
Ci3.12 0,1588 0,1679  0,1692 0,1194 0,0955 0,1647  0,1652 0,0944
Cys 0,1149 0,0976  0,0964 0,0523 0,0555 0,0967  0,0972 0,0491
Cs7 0,1165 0,1010  0,1002 0,0564 0,0567 0,1020 0,1016 0,0522
Ca410 0,1203 0,1120 0,1113 0,0651 0,0611 0,1120 0,1118 0,0584
Ca12 0,1156 0,1148 0,1135 0,0764 0,0700 0,1160 0,1142 0,0682

Pcos MC M MM  WMM; WMM, M MM WMM,

Co 0,0286 0,0351 0,0353 0,0431 0,0512 0,0324  0,0325 0,0398
Cis 0,3412 0,2563  0,2535 0,0512 0,0484 0,2854  0,2832 0,0506
Ci7 0,3821 0,3449  0,3418 0,0961 0,0583 0,3552  0,3556 0,1064
Ci10 0,4167 0,3767  0,3721 0,2928 0,1576 0,3782  0,3758 0,3015
Ci12 0,4323 0,3833  0,3822 04114 0,3248 0,3804  0,3785 0,4128
Cys 0,2862 0,2429  0,2419 0,0461 0,0491 0,2506  0,2495 0,0420
Ca7 0,2971 0,2757  0,2757 0,0529 0,0519 0,2788 00,2788 0,0471
Ca.10 0,3050 0,2864  0,2866 0,0898 0,0685 0,2865  0,2867 0,0789
Ca12 0,3078 0,2908  0,2919 0,1787 0,1147 0,2897  0,2887 0,1611
Css 0,1439 0,1226  0,1207 0,0455 0,0486 0,1228 0,1229 0,0414
C3g 0,1454 0,1334  0,1331 0,0498 0,0499 0,1337 0,1344 0,0450
C310 0,1933 0,1391  0,1400 0,0597 0,0552 0,1394  0,1394 0,0514
C3.12 0,1805 0,1461  0,1457 0,0714 0,0602 0,1462  0,1449 0,0590
Cys 0,1061 0,0809  0,0810 0,0426 0,0473 0,0824  0,0820 0,0400
Cs7 0,1086 0,0872  0,0871 0,0444 0,0477 0,0884 00,0888 0,0419
Ca410 0,1083 0,0951  0,0946 0,0463 0,0472 0,0963  0,0973 0,0429
C412 0,1077 0,0978  0,0975 0,0525 0,0506 0,0977  0,0985 0,0472

Cuadro 5.2: Errores cuadraticos medios utilizando en los estimadores robustos como iniciales un
S —estimador, n = 50.



CapiTuLo 5: ESTUDIO DE SIMULACION 47
5.2. Modelo Lineal-Exponencial

Como una segunda evaluacion de nuestra propuesta elegimos un modelo separable
discutido en Gallant (1975). De esta manera, generamos NR = 1000 muestras (y;, XE), con
i=1,...,100, tales que

yi = 91 + sziz + 93 exp(@ox,-l) + o€,

donde 6y = —1,6, = 1,6, = 0, 6; = -0,5, x;; ~ U(0,10), xp» ~ N(0,5;0,1%), 0 = 0,03 y
€ ~ N(0, 1) para todo i.

En primera instancia, consideramos el conjunto de datos completos, es decir, en el
cual la probabilidad de la variable dicotémica es p.o(X) = 1. Estudiamos el caso sin
contaminar, denotado por C;j y tres esquemas de contaminacion con distintos porcentajes
de outliers cada uno, dados por

C Tm en los cuales m observaciones fueron reemplazadas por los valores (yo, xo1, Xo2), cOn
xXo1 =11, xp=0¢ Yo = 0,9(0) + G,xgp + 65 CXP(90X01)), param = 10, 15, 20 y 25.

C;,m3 en los cuales m observaciones fueron reemplazadas por los valores (yy, xo1, Xo2), COn
X1 =11, x=0¢ Yo = 0,8(6; + Oy x> + 05 CXP(90x01)), param = 10, 15, 20 y 25.

C3,,: enloscuales m observaciones fueron reemplazadas por los valores (yg, Xo1, Xp2), con
X1 =11, x2 =0 €y = 1,1(6; + 6rxp0 + 65 exp(90x01)), param = 10, 15, 20 y 25.

En cada esquema de contaminacién, cuando m = 10, 15, 20 y 25, la proporcién de datos
atipicos es de 0,10, 0,15, 0,20 y 0,25, respectivamente.

En la Figura 5.1 podemos ver una de las muestras que generamos contaminada con
cada una de las configuraciones recién mencionadas para el caso en que m = 10. En el
panel de la izquierda marcamos en color rojo a las observaciones atipicas dadas por C7, y
se puede ver como afectan a la curvatura del grafico correspondiente. Mientras que en los
gréficos del centro y de la derecha representamos en verde y en azul a los puntos atipicos
definidos por C3, y C3,, respectivamente. Como veremos, estos datos anémalos tienen
un severo impacto en la estimacion por el método de minimos cuadrados y resultan ser
las contaminaciones mas relevantes de las que hemos probado.

Con el objetivo de comparar el desempeiio estadistico de los estimadores propuestos
en términos de robustez y eficiencia, computamos, al igual que para el modelo exponen-
cial, el estimador de minimos cuadrados, mc, y las alternativas robustas m, mm y wmMm. Para
todos los estimadores robustos considerados para el modelo lineal-exponencial utiliza-
mos las mismas funciones de pérdida y de peso que las usadas para el primer modelo. Las
constantes elegidas a partir del cédlculo de las eficiencias asintéticas fueron las siguientes

Estimadores | Eficiencia Cw c
M—MM 85 % - 34
M—MM 90 % - 39

WMM 85 % )(;0,975 4
WMM 90 % )(% 0975 +75
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Figura 5.1: Una muestra de los datos simulados: Los puntos coloreados en cada uno de los graficos

inferiores corresponden a los distintos tipos de observaciones atipicas.

y como estimador inicial para el computo de los estimadores robustos se utilizaron los
S —estimadores definidos en (2.9).

Debido a que la cantidad de pardmetros es mds alta que en ejemplo anterior, para
comparar el comportamiento de los distintos estimadores, solo mostraremos como medida
resumen la suma de los errores cuadraticos medios (ECM), es decir

NR
1 _ _ _ _
ECM = —— ; (Bo; = 00)> + (@1, — 01)* + (625 — 0a) + (B3 — 65)°).

En el Cuadro 5.3 mostramos los errores cuadraticos medios del estimador de minimos
cuadrados bajo Cj y las distintas contaminaciones C;m, i = 1,2y 3, param = 10, 15,
20 y 25. Como vemos el ECM llega a crecer hasta seis u ochos veces bajo los esquemas
de contaminacién Cj, y C3 'y mds ain bajo C; , , mostrando la severidad de los outliers
introducidos.

Respecto de los estimadores robustos, como es bien sabido, estos pueden tener colas
pesadas cuando hay datos atipicos en la muestra y este parece ser el caso del M M —estimador.
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ECM
C; | 00062 C; [0,0062] C; 0,062
Ci o | 00346 | G5, [ 0.1207 | €, | 0.0337
Clis | 0.0414 | C; 5 | 01464 | C3 o | 0,0402
Clay | 00458 | C3,0 | 01628 | €5 | 0,0441
Clys | 00493 | €35 | 01748 | G5 | 0,0474

C*

Cuadro 5.3: Errores cuadraticos medios del estimador de minimos cuadrados bajo C;;, C* >

1,m’
y G5, param = 10, 15, 20 y 25 para muestras completas.

De hecho este fendmeno fue reportado por Fasano (2009) en su estudio de simulacién en
un escenario semejante. Por esta razon, calculamos para evaluar los casos con contami-
nacion la suma de los errores cuadraticos medios podada al 10 % superior (ECM,,), esto
es, si dado un estimadorb\yb\ecm es el vector de coordenadas @cm, i= (’9\0, i— 60)% + (’9\1, i~
01)> + (65 — 02)* + (65, — 63)>, con j = 1,..., NR,

0,9NR
ECMP = Z Gecm,(j) N

J=1

donde /0\“,,,’( j es el j—ésimo estadistico de orden. Estos valores se encuentran en el Cuadro
5.4. A partir de este cuadro podemos concluir que el efecto de las contaminaciones C7
y (3, es semejante sobre todos los estimadores robustos considerados. En €l podemés
ver que el error cuadritico medio podado del WM M—estimador es muy estable en to-
dos los escenarios considerados. En general, bajo las contaminaciones C; , el estimador
propuesto tiene errores cuadraticos mds bajos que bajo los otros dos esquemas de conta-
minacidn. Para los otros estimadores robustos computados los errores cuadréticos sufren
un incremento, de hecho con tan solo el 10 % de valores atipicos presentes en la muestra
hay un incremento de mds de 4 veces para el caso en que no hay pérdida de las respues-
tas. Esto revela que tanto el M— como el M M—estimador se vuelven muy inestables con
las contaminaciones introducidas, mientras que el WM M—estimador logra enfrentar los
datos andmalos con los que se contamind. Cabe observar que en el Cuadro 5.4 se pue-
den ver valores que resultan inferiores a los reportados para el estimador cldsico, cuando
la muestra estd sin contaminar (C;), en el Cuadro 5.3, esto se debe a que los del primer
cuadro estdn podados y los del segundo no.

En segunda término, hemos introducido un mecanismo de pérdida de respuestas si-
guiendo un esquema logistico dado por p,s(x) = (1 + exp(=0,15x; — 0,2))~!, obteniendo
aproximadamente una media de 30 % de respuestas faltantes. Dado que, de acuerdo al
Cuadro 5.4, el efecto que las contaminaciones de tipo C7, y C5,, tienen sobre nuestro
estimador es similar y, a la vez, son de las que producen un mayor incremento en el error
cuadratico medio del mismo, hemos considerado el tipo C}, como representativo de lo
que ocurre bajo contaminacion en ausencia de algunas respuéstas. En el Cuadro 5.5, don-
de se encuentran los errores cuadréiticos medios del estimador de minimos cuadrados bajo
Ci,, param = 10, 15,20y 25, podemos observar que el efecto de los outliers introducidos
sobre el estimador cldsico es severo, ya que el ECM aumenta entre cuatro y seis veces.
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Eficiencia 85 % 90 %

Pcomp M MM WMM M MM WMM
ECM C 8 0,0100 0,0098 0,0095 | 0,0079 0,0076 0,0084
Cl o 0,0385 0,0384 0,0063 | 0,0372 0,0372 0,0058
ECM, C*’ 0,0498 0,0499 0,0068 | 0,0468 0,0468 0,0061

1,15
Cl a0 0,0575 10,0573 0,0080 | 0,0532 0,0531 0,0069

Cl,s | 0.0680 00677 00118 | 0.0619 00618 00091

M MM WMM M MM WMM

ECM, | C;,, |0.0069 00069 0,059 |0,0064 00064 0,0056
Cys | 00769 00770 0,008 | 0,0737 00737 00055

G500 0,1822 0,1827 0,0064 | 0,1747 0,1748 0,0060

CSos 0,2205 10,2204 0,0076 | 0,2079 0,2078 0,0069

M MM WMM M MM WMM

ECM, G310 0,0388 0,0388 0,0063 | 0,0372 0,0373 0,0058
Cis 0,0493 0,0494 0,0068 | 0,0462 0,0463 0,0061

G300 0,0557 10,0555 0,0082 | 0,0521 0,0520 0,0069

G35 0,0661 0,0661 0,0123 | 0,0602 0,0602 0,0096

Cuadro 5.4: Errores cuadraticos medios para C y Errores cuadraticos medios podados para C;, ,
i=1,2y3,param = 10, 15, 20 y 25 para muestras completas.

Proc ECM
C; | 0,0004
Ci o | 0.0381
C7 15 | 0,0460
Ci o | 00511
Cihs | 0,0555

Cuadro 5.5: Errores cuadriticos medios del estimador de minimos cuadrados bajo Cjj y C} , para
m = 10, 15,20 y 25 bajo Proc.

Finalmente, en el Cuado 5.6 exhibimos los errores cuadraticos medios podados para
el caso en que las respuestas estdn perdidas segtin el esquema logistico. En el mismo
podemos apreciar, por un lado, la pérdida de eficiencia de los estimadores robustos bajo
el modelo central , que es muy similar entre todos ellos y por el otro, la mayor estabilidad
del estimador propuesto respecto de los otros estimadores robustos.
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Eficiencia 85 % 90 %

Droc M MM WMM M MM WMM
ECM G, 0,0222 10,0221 0,0207 | 0,0192 0,0191 0,0164
C T,lo 0,0430 0,0429 0,0101 | 0,0405 0,0404 0,0090
ECM, CT,IS 0,0578 0,0578 0,0116 | 0,0526 0,0525 0,0101

0,0703 0,0699 0,0146 | 0,0641 0,0641 0,0117

C*
0,0891 10,0889 0,0241 | 0,0813 0,0810 0,0177

1,20

*
Cl 25

Cuadro 5.6: Errores cuadrdticos medios para Cyj y Errores cuadrdticos medios podados para C7
param = 10, 15,20y 25.
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Capitulo 6

Tests de Hipotesis

La estimacién puntual suele ser una de las primeras etapas de un andlisis estadisti-
co, generalmente es seguida por una etapa de inferencia en la que se calculan intervalos
de confianza y tests de hipdtesis. Markatou y Manos (1996) y Liu et al. (2005) consi-
deran tests de hipdtesis robustos en modelos no lineales basados en M—estimadores o
M —estimadores generales. Sin embargo, el problema de testear hipétesis mediante proce-
dimientos robustos, en general, ha recibido menos atencién que el de estimacion robusta
y el caso de los modelos no lineales no es una excepcion. Por este motivo, en esta segunda
parte nos concentramos en el problema de testear robustamente en un modelo no lineal,
en las condiciones descriptas en la Seccién 2.1, hipotesis que involucren al pardmetro de
regresion. Nos enfocaremos en testear hip6tesis de la forma

Hy:0=6, vs. H; :0+80, (6.1)

o subhipdtesis que involucren un subconjunto de coordenadas del vector de pardmetros
desconocido, mediante un estadistico de tipo Wald basado en 6, el estimador pesado pro-
puesto. En el Capitulo 3 probamos que si se cumple el modelo (2.1), bajo ciertas condicio-
nes de regularidad, el estimador propuesto es asintdticamente normal, més precisamente

Vn@-6 2 N (0.0°%0)).

donde
@) = A'(OBOA (), (6.2)
A@®) = Eyi(eE [pmix, 0)ix, 0)'wx,I)], (6.3)
B(6) = Eyi(oB|pix, 0)f(x,0)w (x.1)|. (6.4)

Para poder construir el estadistico de un test de tipo Wald necesitamos estimar la
matriz de covarianza de la distribucion asintética. A la escala o~ la estimaremos con o una
M—escala computada a partir de la ecuacion (2.13) y basada en el estimador 6 propuesto.
A las matrices A(6) y B(6) las estimaremos usando sus versiones muestrales A = A(6) y
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B-= /B\(b\), donde

A(6)

. Z(S% [y ’ (X”G)]ﬂxl,a)f(xl,e) w(x, ), (6.5)

B(9)

- LS 52 (y_%] £(x;, B 6)w?(x;, T, (6.6)
i=1

siendo T un estimador previo del parametro auxiliar I'. EI Lema 3.4.1 establece que para
cada 0 fijo, las matrices A y B convergen en probabilidad a A(0) y B(0), respectivamente.
Luego, para testear las hipétesis dadas en (6.1) proponemos el siguiente estadistico de
tipo Wald basado en la forma cuadrética

—_—

W,==@-0,'F @-9,), 6.7)
g

donde X = A~'BA".

6.1. Comportamiento asintético

6.1.1. Bajo Hipétesis Fijas

Como la distribucidn del estadistico propuesto esta basada en la del WM M —estimador
del pardmetro de regresion, utilizaremos las hipdtesis enumeradas en la Seccion 3.4.

Teorema 6.1.1 Supongamos que valen NI-N10 y que o . y rorsio-5 0,
entonces tenemos que

i) bajoH,:0=280,
ii) bajoH, g : 6 # 6,

donde el estadistico (TI/,, fue definido en (6.7).

Demostracion: i) La distribucion asintética del estadistico basado en el estimador
propuesto es una consecuencia directa del Teorema 3.4.2. Dado que, como valen N2,

N4 y N6-N8 podemos aplicar el Lema 3.4.2 para decir que AL A(6,). Luego, como

ademds vale N1 podemos aplicar el Lema 3.4.1 para concluir que B 5 B(6,). Por otro
lado, tenemos que

—_—

n — tol =
W, = =0-6,)X (0-0,)
g

r (9)

—1
- — — x
= %(0 - 00)t 2_1(00)(0 - 00) + \/ﬁ(o - eu)t (? - ) \/_(0 00)
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Finalmente, como V7(6 — 6,) 2N (0, 0'22(00)), Vn@-86,) = O,(1) y como ademds o}
y o son estimadores consistentes de X(6,) y o, aplicando el Lema de Slutsky obtenemos
el resultado deseado.

i1) Dado que

—_—

W, = =@-0)'E @-0)+=0-6)F ©@-0,+0-0),
(oa g

por el Teorema 3.4.2, la consistencia de p3) y o y el hecho de que [ 0, tenemos que
6-0)L @-6,-0+6) > ©B-6,'L" @-8,)> 0y dado que
(5— o)t EFI (5— 6) > 0 con probabilidad tendiendo a 1, se obtiene el resultado. O

Por el resultado anterior, tenemos que para chequear las hip6tesis
Hy:0=6, vs. H :0+80,, (6.8)

el test de tipo Wald que rechaza si
N/ 2
W, > Xpa

es un test consistente de nivel asintdtico «.

6.1.2. Bajo Hipotesis Alternativas Contiguas

Otro comportamiento de relevancia sobre los tests de hipétesis es su distribucion ba-
jo hipdtesis alternativas contiguas. Estas alternativas son hipétesis que dependen de n 'y
que tienden a la hip6tesis nula cuando n tiende a infinito. Lo que interesa estudiar es la
distribucion limite del estadistido propuesto.

Formalmente, las hipdtesis alternativas contiguas que estudiaremos se definen como
H,:0=86,+cn'? donde ¢ # 0.

Antes de deducir la distribucion asintética del estadistico del test probaremos algunos
resultados y como consecuencia de ellos obtendremos la distribucion deseada.

En primer lugar deduciremos la distribucién asintética del estimador robusto propues-
to bajo hipotesis alternativas contiguas como asi también probaremos la convergencia de
las matrices estimadas que forman parte del estadistico del test. Para ello enunciaremos
un lema auxiliar, que es una generalizacién del Lema 3.4.1 y para la cual necesitamos
considerar la siguiente hipétesis.

L4. La funcién u(x, b) es equicontinua en el sentido en que dado &€ > 0, existe 7 > 0 tal
quesilb;—by| <7, |b;—0 <1,i =1,2yx € Xg, entonces |u(x,b;) — u(x,b,)| < &,

y ademads sup |u(x, )| < oo, para todo K > 0.
XEXK
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Lema 6.1.1 Sean (¢, Xf, 0,), 1 <i < nvectores aleatorios con distribucion G, tales que 9;
son variables aleatorias dicotomicas. Supongamos que valen N4y L1-1L4 y que tenemos
estimadores T, T yb’ tales que o LN o, T LN 'y 0 LN 0. Entonces, D, LN D, donde,
dado a € R,

D, = lz Sip (WJ M(x;,Ow(x,T) y D=E [W(w)M(X’ Ow(x, F)]-
n i=1 7 7

Demostracion: Consideremos el vector aleatorio (¢, x!, ) con distribucién G.,.

Es suficiente probar que

1) lim E [5g0

(ae + u(x, b))
(b,5,6)= 0,51 s

M(x, b)w(x, G)] =D,

i)
sup 5o,

1 n
- Z I(Gia X, 51'7 b9 S, G) - E []I(Ea X, 55 b$ S, G)]
B,8,G

n

i=1

conl(e, x,0,b, s,G) = dp

(%(Xb)) M(x, byw(x, G).

El item 1) Se deduce de L1-L3 y del Teorema de Convergencia Dominada ya que I
converge puntualmente por N4 y L4, la funcién ¢ es continua y se tiene que
Il < llelleo Supg g IM(x, b)w(x, G)|, que es integrable.

Para probar ii), como I es una matriz, probaremos la convergencia de cada elemento.

Por el Teorema 3.2.1, basta con probar que dado n > 0 existe una clase finita de
funciones 7, tal que paratodob € B, s € Sy G e Gexiste Il/, € I, y Il/, € T, tales que

I (e.x) < I(e,x,6,b,5,G) < T,(e,x) (6.9)
E( (e -1 (ex) < 7. (6.10)

Dado K > 0, por L4, consideremos C; = sup |u(x, b)|.
Xk, B
Definamos Ax = {le|] < K, |x| < K} y tomemos K € N de forma tal que dado n; =
n/5IW |, P(Ax) > 1 — 11, y, como vale L2, tal que

E (sup IM(x, b)w(x, G)| IA%(E, X)) <n . (6.11)
8,6

Por otro lado, sea ¢ tal que paratodob e By s€ S, bl <cyc™!

(e,x')c Ax,be B y s € S, entonces
ae + u(x, b)‘ < ale| + |u(x, b)) < (@K +C)e=b.
Ry S

< s < c¢. Luego, si
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De L3 existe b, > 0 tal que IM(x, b)w(x,G)| < b, paracadax € Ax,be By G € G.
Por L1 tenemos que ¢(7)z es uniformemente continua en Bx = {|t| < by, |z| < by} y por lo
tanto, existe 7 > 0 tal que |p(H)z — p(u)v| < /10, para |t —u| < 7, |z - v| < 7, (¢, 7Y € By
y (u, vY) € Bg.

Como valen L4 y L3 resulta que si (e, x') € Ak, entonces (ae+u(x, b))/s y M(x, byw(x, G)
son funciones equicontinuas de (b, s, G) € Bx S X G, es decir que existe &1 > 0 tal que si
b — b|<81,|s—~[<81,|G G| <eg, (b, s, G), (b s, G)eBxngy(e x') € Ag,

ae+u(x,b) ae+ u(x, E) -
- — T

S

'M(x, b)w(x, G) — M(x, b)w(x, 6)' < 7

Sean ahora (8;);<i<n, una coleccion finita de bolas centradas en 6; € 8 de radio menor
Ny

que & tal que B = U Bi, (Sin)1<m=n, otra coleccidn finita de bolas centradas en o, € S de

i=1
N>

radio menor que & tal que S = U S Y (Gr)1<r<n; otra coleccion finita de bolas centradas

m=1
3
en I', € G también de radio menor que ¢; tal que G = U G,. Por lo que dados b € B,

r=1
s € Sy G € G existe una tira de indices (i,m,r) talque b e B;,s€ S, yG e G,y

(e, x,6,b, 5,G) — I"(€, %, 6,0, 07, T,)

< 1—0 + Inc (€, X)]¢lo02 Sup IM(x, b)w(x, G)|.

Asi, si definimos e(e, X) = (% + 2||go||ooIAcI-( (€,x) sup IM(x, b)w(x, G)I) y consideramos
B,G

L(6%) =1"(€,x,6,6, 0 ) —e(ex) y Lly(ex) =1"e.%.6,6;,0,T,) + e(€,%)

obtenemos (6.9). Por otro lado,

E (I, (e, %) — I} (€,%)) = g + 4||¢||WE(1AL~K<e, x) sup [M(x, b)w(x, G)|),
8.6

entonces, usando (6.11), probamos (6.10) y podemos concluir que D, 2.0

El siguiente teorema establece la distribucion asintética del estimador robusto pro-
puesto bajo hipétesis alternativas contiguas.

Teorema 6.1.2 Sean (y;, Xf, 0;) coni = 1....,nvectores aleatorios que siguen el modelo
dado por H, ,, es decir,

1
vi = f(x;,0,) +0€e, con 6,=6,+c—, (6.12)
\Vn
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y que la probabilidad de la funcion de distribucion de 6; cumple la condicion MaR dada
en (2.2). Si ademds valen NI-N10 y o Ny y T -5 T, entonces bajo H, ,,

Vn(6-6,) 2N (c.0?x(@,)).

donde X(0) fue definida en (6.2).

Demostracion: Sumando y restando 6, obtenemos que
\/ﬁ(a\_oo) \/ﬁ(é_on'i'an_ao)

Vi (6-6,) + Vi(6, -6,

-0y o)

= vn (5 - On) +c

por lo tanto, por el Lema de Slutsky, alcanza con probar que Vn (5 - On) 2, N (0, 0'22(0(,))
bajo Hy .

Tenemos que@es solucién del siguiente sistema de ecuaciones,

1< i~ [0, = =
N2 (%] £, Bwix,. T) = 0
n < o

luego de un desarrollo de Taylor alrededor de 6, se obtiene que

RN i — f(Xi,6,)) = -1 = (%, 0) ) £(x,0,), = =
0=2 D 6 (w)f(xi,onmm,r) . [— > o (y /u )) O b, ) i, T +
n 4 o n o o

. Daw [#) f(xi,ﬁn)w(xi,f)] (@-4,).

donde 6, es un punto intermedio entre/O\y 6,. A partir de esta ecuacién podemos despejar
vVn (5 - 0n) de la siguiente manera

\/ﬁ(b\_ 0n) = 6:(j;IZn’

donde
“ T Z 2 (w)f( . 0)fer ) w(e. 1) -7 Z o (#)f@u@)w(xi,ﬁ,
Zn = Z o; 'vbl ( f( 1’0 ))f(X,’, 0,1)W(Xl',i:).
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En primer lugar veamos que C, = C,; — 0C,» BN A(0,), donde A(0) esta definida
en (6.3). Sumando y restando f(x;,8,) en el numerador de los argumentos de ¥ y ¢,
tenemos que como la muestra aletoria satisface el modelo dado en (6.12)

1 (o6 + (0, 6,) = £(%i, 6,)
- ) 0 —
) o[

C. = f(x;, 0,)f(x;, 6,)'w(x;, T),

C.o = 1 Z S (0’6,‘ + f(xi, 01) - f(xi, 0n)) fx,. 8, )wix,, T).
n & o

Como valen N2, N4 y N6—N8 tenemos que por el Lema 6.1.1
Coi = B[00 () 1(x, 0,)f(x, 8,)'w(x,T)] .

Ademas (y, x%, 6) satisface la condicién MaRr y el término de error € es independiente de
X, por lo tanto

C.i 5 EY)(OF [poi(x. 6,)f(x. 6, w(x.T)] = A®,).

De la misma manera, como ademads se cumplen los supuestos N1 y N9, y el error € tiene
distribucién simétrica respecto del 0, se deduce que

p
Cn’2 — 0.
Para terminar con la demostracion del resultado del teorema resta ver que

Z, —> N(0.B(®,)),
donde B(0) esta definida en (6.4).

1 © AW —
Dado que la muestra sigue el modelo (6.12), Z,, = — Z o (0-76) f(x;, 0,)wx;,I),
Vi T

haciendo un desarrollo de Taylor alrededor de 6, de primer_orden podemos escribir a Z,
como

1 © AW € =
2y =20 = —= 3 o () s Ot B —= > o (22, 0w, 6,6,
1+Z) WZ} v (= )fex 0wix. T Z W (%, 8;)w(x;, T)(6,—6,)
donde 6, es un punto intermedio entre 6, y 6,.

Como 8, =60, +cn'?, Z,, = Z ] (O-E' ) f(x;, 0)w(x;, F)c dado que se satisfa-

cen N1, N4, N6 y N9, podemos aphcar el Lema 6.1.1 para concluir que

Zy — 0.

Siguiendo el mismo esquema que se realizd en el Teorema 3.4.2 para probar la expre-

sién (3.10), se prueba que Z, 2) N(0,B(6,)). Concluyendo, de esta manera, con la
demostracion de la convergencia asintdtica planteada. O

Vamos a enunciar el dltimo resultado que necesitamos para obtener la distribucién del
estadistico construido como una forma cuadrdtrica a partir del estimador propuesto.
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Lema 6.1.2 Sea (y;, Xf ,0;) una muestra aleatoria de tamario n del modelo (6.12), tal que
se cumple la condicion de respuestas perdidas al azar. Bajo los supuestos N1, N2, N4,
N6-N8 tenemos que bajo H, ,

p

A 5 A@®,),

B 5 B@,),

donde los estimadores A y B estdn definidos en (6.5) y (6.6), respectivamente y A(6) y
B(0) estdn definidas en (6.3) y (6.4), respectivamente.

Demostracion: La conclusion del enunciado del lema se deduce de la aplicacién di-
recta del Lema 6.1.1. 0

El siguiente resultado se obtiene como corolario del Teorema 6.1.2 junto con el Lema
anterior y la aplicaciéon del Lema de Slutsky obteniendo la distribucién asintética del
estadistico propuesto bajo hipdtesis alternativas contiguas.

Corolario 6.1.3 Sean (yl-,Xf, 0;)) coni = 1....,n vectores aleatorios que siguen el mo-
delo dado por H, ,, y que la probabilidad de la funcion de distribucion de 6; cumple la
condicion MAR dada en (2.2). Si ademds valen NI-N10, entonces bajo H ,

— D

donded = ¢’ 7'¢.

6.2. Funcion de Influencia

Como ya hemos mencionado en el Capitulo 4, la funcién de influencia es una medida
de la robustez respecto de un outlier la cual nos permite estudiar la estabilidad local y la
eficiencia asintética de un estimador.

Recordemos que la curva de influencia puede pensarse como la derivada primera del
funcional asociado al estimador, es decir que dado un funcional 7'(G) esta se define como

I(Gy.e) - T(G)
8 b

IF(z.,T(G)) = lim

donde G,, . = (1 — &)G + &A,, y A,, denota la masa puntual en el punto z, = (y,,X.,0.) y
representa al modelo contaminado.

Dada cualquier distribucion Gy, sea V(G;) un funcional de escala Fisher—consistente
en G, es decir V(G) = E. Llamemos 6(G), 0(G1) y I'(G) a los funcionales relacionados
a 6,0 yT, respectivamente, y asumamos que 6(G), solucién de

O'(Gl) )f(X, H(Gl)) W(X, F(Gl)) = 0 ,

EG1 [p(X) 91/1 (
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es un funcional Fisher—consistente en G, o sea, 8(G) = 6.

Definimos los funcionales asociados a las matrices A y B definidas en (6.5) y (6.6),
respectivamente, como

A(Gy) = Eg [P(X) ¥ (%) f(x, 8(G) f(x, 0(G 1)) wix, F(Gl))] (6.13)
B(G)) = Eg [P(X)lﬁ%(%) f(X,H(Gl))f(X,a(Gl))tWZ(X,F(GI))}6-14)
1

El funcional del test de tipo Wald relacionado al estadistico usado para testear
Hy:0=0, vs. H,:0+86,
estd dado por
W(G)) = o(G))(0(G1) — 6)'V(G) ' (B(G)) - 8) .

Es sencillo comprobar que bajo Hy, IF(z., W(G)) = 0. Luego, con el propésito de obte-
ner una influencia no nula, consideramos, como en Hampel et al. (1986, p. 348), la raiz
cuadrada del estadistico del test, es decir, 7(G,) = W(G,)'/?. Entonces, usando que bajo
Hy, W(G) = 0, tenemos que
1 62 1/2
IF(z., = |- —W(G,, .
(2., T(G) [2 75 WG, )s=0]

De hecho, aplicando la regla de L"Hopital dos veces resulta que
. T (Gy0) —7T(G)
lim

e—0 &
. T(Gy.e)
= lim

e—0 E

(, (W(Gz*@))”z
lim ——=
[1 &

e—0 82
1/2
5 @ £=0] .
El siguiente Teorema da la expresion de la funcién de influencia del funcional del test
7 (G) bajo condiciones de regularidad.

IF(z., 7 (G))

W(Gs...)

Teorema 6.2.1 Asumamos que son vdlidas las condiciones de la Proposicion 4.2.1 y que
existe 620(GZ*,8)/082' . Sean V(G,), 0(G,) y I(G)) funcionales tales que V(G) = X,

&=

donde £ = A"'BA~!, A = A(G) y B = B(G) son matrices simétricas definidas en (6.13) y
(6.14), respectivamente, 0(G) = o y I'(G) = I'. Luego, la funcion de influencia en G del
funcional T (Gy) para testear Hy : @ = 0y vs. H, : 0 # 0, estd dada por

y: = f(%., 6(G))
o(G)

IF(z., T (G))* = 5*%( )Wz(X*, L(G)f(x.,0(G)BG) ' (x., 0(G)).

(6.15)
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P W(G,,.)
0? o0
Usando que bajo la hipétesis nula, §(G) = 6, se puede comprobar de manera directa
que

Demostracion: Debemos calcular

2
9 W@,

_ (0 ! [0
(982 - 20—(GZ*,8) (G_S(O(GZ*’S) - 00)) V(Gz*,s) (%(G(GZ*,&‘) - 00))

e=0 =0

y por lo tanto,
IF(z., 7 (G))* = o *1F(z., (G))'L " 'IF(z., 6(G)) .
Luego, reemplazando la IF(z., 8(G)) por (4.1), se obtiene la expresién (6.15). O
Al igual que la IF(z., 8(G)), la curva de influencia del funcional del test depende de
0., variable que puede valer cero si y. es una respuesta perdida. Por esta razon también

consideraremos la esperanza de la IF> que mide la influencia esperada condicional de una
observacion sin importar si la respuesta fue obervada o no.

Corolario 6.2.1 Tomando esperanza a la expresion dada en (6.15) condicional a Z, =
(v., X1), nos queda que

Y — f(X*, O(G))
a(G)

E(IF(z.,T(G))*) = p(x. )7 ( ) w?(x., T(G))f(x., 0(G))B(G) '{(x., 0(G)) .

Cabe destacar que con una eleccién adecuada de las funciones i, y w tanto la IF?
definida en (6.15) como su esperanza resultaran acotadas.

6.2.1. Ejemplo Numérico

[lustraremos el comportamiento de la funcién de influencia esperada para los tests de

tipo Wald cuando ‘W se basa en los estimadores pesados (wmm) y los estimadores cldsico
(Mc) y MM (mm) en el caso del modelo Lineal-exponencial tratado en la Seccién 5.2.

Consideramos tres esquemas para la funcién de probabilidad de pérdida de las res-
puestas:

pCOMP(t) = 1a
Puoc®) = (1+exp(-021-0,2))7",
Peos(®) = 0,8+ 0,2cos*(0,8 1+ 0,4),

aplicadas a x;;, obteniéndose un porcentaje de pérdida aproximadamente igual a 0.25 y
0.10 con p,os ¥ Peos, TESPECtivamente.

La p—funcién que utilizamos para calcular las E(IF(z,, 7)?) en el caso en que el esta-
distico del test se basa en los estimadores robustos WM M-y M M—estimadores, pertene-
ce a la familia de la funcién bicuadrada definida en (2.6) con ¢ = 4 y 3,9, respectivamente.



CapiTUuLO 6: TESTS DE HIPOTESIS 63

Asimismo, para el cémputo del estimador pesado utilizamos una funcién de peso w, tipo
Hard Rejection aplicada al gradiente |f(x, 6)|. Las constantes de poda de w, fueron elegi-
das como los percentiles 0,025 y el 0,975 de la norma de gradiente (1,049112 y 1,373228,
respectivamente). Los estimadores robustos fueron calibrados de manera de tener una efi-
ciencia asintética del 90 %.

Para ilustrar el comportamiento de la esperanza de la funcién de influencia, calcu-
lamos E(IF(z,,7")*) sobre puntos arbitrarios z, = (xo, 1/2, ), donde (xo,yo) varian en
el rectangulo [0, 15] x [0, 1,5]. En la Figura 6.1 graficamos los valores obtenidos de
E(IF(E*’T )32 en funcion de x, e yy para los casos en que el estadistico W se basa en

Onic, O y Ownim.

Como podemos observar en estos grificos la esperanza de la funcién de influencia del
test basado en el estimador de minimos cuadrados, no es acotada y esto ocurre tanto ante
valores grandes de y, como cercanos a 0 de x,. Bajo el esquema de respuestas missing
Peos(t) 1a E(IF(z,, 7)?) del test cldsico muestra una leve oscilacién debida a que el patrén
de pérdida depende de un coseno y esto se repite en los graficos correspondientes a los
test robustos. El comportamiento de la esperanza del la funcién de influencia cuando el
test se basa en los estimadores robustos WMM—y MM—- se asemeja al del estimador
de minimos cuadrados para valores moderados de xy y de y, bajo los tres esquemas de
pérdida considerados. Para aquellos puntos arbitrarios con los mayores valores de y, y
cercanos a 0 de xo, la E(AF(z,, 7°)?) de los dos tests robustos es controlada, mostrando que
su influencia se matiene acotada, pero puede observarse que cuando se utiliza el estimador
pesado también se penalizan aquellas obsevaciones con xy cercanos a 0 y valores de
cercanos a 0,5. Esto sucede para los tres esquemas de falta de respuestas considerados.
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Deome(X)

0MC 0MM 0WMM

Prog(X)

0MC /éMM EWMM

Peos(X)

0MC BMM 0WMM

Figura 6.1: Gréficos de E(IF(Z*,‘T)Q) en funcién de x; e Yo para el Modelo Lineal—
exponencial cuando el estadistico W se basa eb HMC, 0MM y HWMM
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6.3. Estudio de Simulacion

Hemos llevado a cabo dos experimentos de Monte Carlo con el objetivo de evaluar el
desempefio de los tests propuestos comparandolos con el test cldsico, como asi también
con los tests basados en otras propuestas robustas existentes.

6.4. Modelo Lineal-exponencial

En este primer experimento consideramos nuevamente el modelo Lineal-exponencial
tratado en las Secciones 5.2 y 6.2.1. En este estudio realizamos pruebas de hipdtesis so-
bre los pardmetros del modelo lineal-exponencial definido en la Seccién 5.2 para estudiar
tanto el nivel como la potencia de los tests. Este andlisis se realizé en base a NR = 1000
muestras aleatorias de tamafio n = 300. Denominaremos K, al diseflo sin contamina-
cioén. Por otro lado, consideramos muestras con un 10 % de contaminacion siguiendo los
siguientes esquemas:

K iy: 30 observaciones son reemplazadas por puntos de la forma xo = (kx,0) e
Yo = 0,10 % ky (6 + 62x0, + B3¢t ) siendo kx = 9,10,11,12, 13 y ky = 8,9, 11,

con @ = (-1,1,0,-0,5)". En la Figura 6.2 se representan los distintos tipos de conta-
minacion considerados. En el panel de la izquierda se grafica una muestra de los datos
simulados originales, mientras que en los paneles central y derecho se indican en rojo los
puntos atipicos introducidos segun el esquema K ¢ y los distintos esquemas de contami-
nacion Kj, 1, respectivamente.

Ky Kiio Kix iy

10

0.9
L
0.9

08

Figura 6.2: Una muestra de los datos simulados: en el panel de la izquierda los datos origi-
nales. En los paneles central y derecho los puntos rojos corresponden a las observaciones
atipicas introducidas segun los distintos esquemas de contaminacion K, k.
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Respecto de las probabilidades de pérdida, tomamos pco(f) ¥ pros(?) descriptas en la
seccion anterior. Asimismo, hemos computado los estadisticos basados en el estimador
cldsico y en los estimadores robustos tal como fueron considerados en la Seccién 6.2.1.
Se calcul6 para los estimadores robustos como estimador inicial, 5,-,,,», un S —estimador y
los pesos del estimador pesado fueron elegidos como en la seccion anterior y se aplicaron
al gradiente [f(x, 6;,).

La hipdtesis a testear es
H()ZOZH() Vs. H130¢0()

con 6, = (—1,1,0,-0,5)". Para comparar el comportamiento del nivel de los tests calcu-
lamos las frecuencias observadas de rechazo en cada escenario considerado tomando un
nivel nominal @ = 0,05. Estos valores estdn reportados en el Cuadro 6.1. Como se pue-
de observar en dicho cuadro el efecto de las contaminaciones consideradas sobre el test
cldsico es enorme, ya que la frecuencia de rechazo es 1, es decir que siempre se rechaza
la hipdtesis nula atin cuando es cierta. En el caso de los tests robustos, las contaminacio-
nes con ky = 8 son bien toleradas por el test basado en el M M—estimador en muestras
completas y un poco menos toleradas en muestras con respuestas missing ya que el nivel
aumenta con kx. Sin embargo, las frecuencias de rechazo observadas para este test son
muy cercanas o iguales a 1 cuando ky crece. Por el contrario, el nivel observado del test
basado en wmMm es muy estable en todos los escenarios considerados.

pCOMP(t) pLOG(Z)
MC MM WMM MC MM WMM
Ko 0,065 | 0,083 | 0,083 Ky 0,093 | 0,114 | 0,096
Kixiy | Ky | kx Kixiy | Ky | kx

8 19 1 0,082 | 0,077 819 1 0,159 | 0,095

8 | 10 1 0,082 | 0,077 8 | 10 1 0,170 | 0,093

8 | 11 1 0,082 | 0,077 8 | 11 1 0,181 | 0,094

8 | 12 1 0,081 | 0,077 8 | 12 1 0,188 | 0,092

8 |13 1 0,082 | 0,077 8 |13 1 0,194 | 0,093

919 1 0,998 | 0,082 919 1 1 0,111

9 |10 1 0,998 | 0,082 9 |10 1 1 0,112

9 |11 1 0,998 | 0,082 9 |11 1 1 0,112

9 |12 1 0,998 | 0,082 9 |12 1 1 0,112

9 |13 1 0,998 | 0,082 9 |13 1 1 0,112

111 9 1 1 0,089 111 9 1 1 0,112

11| 10 1 0,999 | 0,088 11| 10 1 1 0,112
11|11 1 0,999 | 0,088 11| 11 1 1 0,110

11| 12 1 1 0,089 11| 12 1 1 0,110
11|13 1 1 0,088 11 | 13 1 1 0,112

Cuadro 6.1: Frecuencias observadas bajo H, correspondientes a ‘W basado en mc, mm y
wmm para Ko y Ki iy
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Con el objetivo de comparar el comportamiento de la potencia de los distintos tests
computamos sus frecuencias de rechazo bajo distintas hipdtesis alternativas dadas por

Hip:0,=600+An""?(1,1,1, 1)

para A = +0,100, £0,075, £0,050, £0,025, 0 nuevamente con nivel nominal @ = 0,05. A
modo de ejemplo, nos enfocaremos en el tipo de contaminacion Kj; 9, que por lo visto
hasta el momento, en términos de nivel y su efecto en la estimacion (coincide con Cj
de la Seccién 5.2), figura entre los esquemas de contaminacidén més graves.

A continuacién, en las Figuras 6.3 y 6.4, graficamos las frecuencias observadas de
rechazo en funcién de A bajo cada uno de los esquemas de pérdida de respuestas consi-
derados. En dichos plots se representa con negro la potencia del test basado en minimos
cuadrados, en azul la correspondiente al M M—estimador y en verde a nuestro estimador
pesado. Ademads, en los Cuadros 6.2 y 6.3 reportamos los valores que fueron graficados.

Ky Ky
o o
- -
o _| @
o o
© ©
8 S 7] g o7
c =
2 2
s} <}
a a
< | <
o o
o~ N
o 7 o
T T T T T T T T T T
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
A A

Figura 6.3: Frecuencias de rechazo en el caso pcoy(?) -
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\/’
T T T T T T T T T T
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Figura 6.4: Frecuencias de rechazo en el caso p,s(?) .

Delta | -0.100 -0.075 -0.050 -0.025 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100

mc | 0991 0909 0537 0.175 0.065 0.178 0.550 0.896 0.997
mm | 0989 0864 0502 0.187 0.083 0.177 0.515 0.868 0.990
wmm | 0.987 0.845 0470 0.167 0.083 0.161 0.489 0.840 0.986

MC 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
mm | 1.000  1.000 1.000 0.998 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000
wmm | 0981 0.820 0457 0.169 0.082 0.165 0.446 0.815 0.971

Cuadro 6.2: Frecuencias de rechazo de ‘W basado en MC, MM Y WMM Para Peoyp(?).
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Delta | -0.100 -0.075 -0.050 -0.025 0.000 0.025 0.050 0.075 0.100
mc | 0967 0800 0433 0.158 0.093 0.173 0.451 0.820 0.973
mm | 0953 0.741 0404 0.167 0.114 0.187 0.435 0.772 0.955

wmm | 0.937  0.723 0.381 0.157 0.096 0.169 0.395 0.728 0.943

MC 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
mm | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
wmm | 0923  0.687 0.387 0.165 0.112 0.171 0.388 0.707 0.927

Cuadro 6.3: Frecuencias de rechazo de ‘W basado en MC, MM Y WMM para p,o.(?).

Tanto en estos graficos como tablas podemos observar que en las muestras no conta-
minadas, el comportamiento de la potencia de todos los tests analizados es similar. Sin
embargo, al introducir un 10 % de contaminacidn, la potencia del test basado en el es-
tadistico clésico y la del estadistico basado en el M M—estimadores se ven severamente
afectadas. Para el esquema de contaminacion considerado, estos dos tests se vuelven préc-
ticamente no informativos, ya que su funcién de potencia observada es practicamente 1.
Esta conclusion es valida tanto para muestras completas como para muestras con respues-
tas perdidas. Por el contrario, si bien el test basado en el estimador pesado tiene un leve
aumento del nivel y una muy leve pérdida de potencia en muestras contaminadas, su fun-
cién de potencia es muy estable y el test sigue siendo informativo, tanto bajo el esquema
de pérdida p oyp(f) COMO py ().

6.5. Modelo de Crecimiento Exponencial

En este estudio realizamos pruebas de hipdtesis sobre los pardmetros del modelo ex-
ponencial definido en la Seccion 5.1 para estudiar tanto el nivel como la potencia de los
tests. Este andlisis se realiz6 en base a NR = 1000 muestras aleatorias de tamafio n = 100
y consideramos los mismos casos de contaminacién y de probabilidades de pérdida que
los utilizados en la secciéon mencionada. Hemos considerado los estadisticos robustos ba-
sados en los estimadores que se computan con inicial un § —estimador ya que como hemos
visto, en general, se obtienen errores cuadraticos menores para este modelo.

Para comparar el comportamiento del nivel de los tests calculamos las frecuencias
observadas de rechazo para cada escenario considerado bajo un nivel nominal @ = 0,05.
Estos valores estdn reportados en el Cuadro 6.4. Asimismo, en dicho Cuadro podemos
observar que en el caso sin contaminacion los niveles muestrales de los tests robustos se
comportan de manera similar al nivel muestral del test basado en el estimador de minimos
cuadrados para los tres esquemas de funciones de pérdida considerados.

Con el objetivo de comparar el comportamiento de la potencia de los distintos tests ro-
bustos computamos sus frecuencias de rechazo bajo distintas hipotesis alternativas dadas
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a = 0,05 | Eficiencia | Tests | pcomr Proc Deos

Co MC 0,064 0,071 0,063
M 0,090 0,098 0,097
85 % MM | 0,094 0,097 0,094

wmM; | 0,078 0,088 0,082
wMmM, | 0,074 0,086 0,075

M 0,084 0,087 0,092
90 % MM | 0,087 0,090 0,094
wmMmM; | 0,078 0,083 0,080

Cuadro 6.4: Frecuencias observadas de rechazo bajo Hy para Co.

por
Hipn:6=5+An""% 60, =2+ An""?,

para A = 0,05, 0,1, £0,15, +0,2, +0,25, +0,3, +0,35, 0,4 con nivel nominal @ = 0,05.

A continuacién, en las Figuras 6.5, 6.6 y 6.7, graficamos las frecuencias observadas
de rechazo en funcién de Q = An~'/2, con A = 0, +0,05, +0,1, +0,15, +0,2, +0,25, +0,3,
+0,35, £0,4, bajo cada uno de los esquemas de pérdida de datos considerados.

En la Figura 6.5 se encuentran los graficos correspondientes al caso de datos comple-
tos. En ella encontraremos graficada con linea negra (—) a la potencia bajo el procedi-
miento clasico, con lineas verde (—), azul (—), roja (—) y naranja (—) las correspondien-
tes al M—estimador, al M M—estimador, al WM M,—estimador y al WM M,—estimador
con 85 % de eficiencia, respectivamente. Mientras que las potencias correspondientes a
los M—, MM -y WM M,— estimadores con 90 % de eficiencia estan representadas con li-
neas punteadas de colores verde, azul y rojo, respectivamente. En estos graficos podemos
observar que cuando no se introduce contaminacién a las muestras, el comportamiento
de la potencia es similiar entre todos los estadisticos analizados. Luego, al reemplazar
algunos datos por observaciones atipicas segtin cada esquema de contaminacién, vemos
que tanto la potencia del test cldsico como las de los estadisticos basados en los M—y
M M —estimadores se ven seriamente afectadas con cualquier porcentaje de contamina-
cion. El test clasico se vuelve practicamente no informativo bajo cualquiera de las conta-
minaciones ya que su funcion de potencia observada es 1. Si bien no ocurre lo mismo para
los tests basados en los M— y MM— estimadores vemos que su frecuencia observada de
rechazo bajo Hy es mucho mayor al nivel nominal resultando significativamente distinta
del valor 5 %. Esto ocurre tanto para todos los tipos de contaminacién, como en todos
los esquemas de pérdida de las respuestas utilizados. En cambio, al considerar los tests
basados en los WM M —estimadores se ve que para la mayoria de ellos el nivel muestral
permanece estable y cercano al valor nominal en la mayoria de las situaciones. Como era
de esperar de acuerdo a lo ya visto en el estudio numérico del Capitulo 5, el tipo de con-
taminacion C; con porcentajes por encima del 20 % arroja resultados pobres para todos
los tests considerados. Todas estas consideraciones son validas también para la Figura 6.6
en el caso en que hay pérdida de datos por un esquema logistico como cuando la pérdida
sigue un esquema por coseno, el cual se encuentra en la Figura 6.7.
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Figura 6.5: Frecuencias observadas de rechazo cuando la probabilidad de pérdida de las respuestas es pcowr
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Figura 6.6: Frecuencias observadas de rechazo cuando la probabilidad de pérdida de las respuestas es p,oq
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Figura 6.7: Frecuencias observadas de rechazo cuando la probabilidad de pérdida de las respuestas es pcos
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Finalmente, para dar una medida del desempefio de la potencia de los tests robustos y
poder compararlos, utilizamos la “magnitud corregida de la potencia exacta relativa” que
fue definida por Morales et al. (2004). En su trabajo definen esta magnitud para comparar
el comportamiento de la potencia entre dos tests cuyos estadisticos estén dados por W I
y (l’/l\/z,n y se calcula en base a las frecuencias observadas de rechazo bajo la hipotesis nula,
@y, Y @2.1,, T€Spectivamente, y bajo la hipdtesis alternativa, @) y, y @2, , respectivamen-
te, como _ _

P, (Wi Wa,) = (M - ) 100. (6.16)
ar H, — A2 H,
Lo que hicimos fue calcularla para cada uno de los estadisticos robustos versus el esta-
distico clasico. Cuando no hay contaminacion, el comportamiento es mejor cuanto mas
se parezca al del test cldsico, es decir cuanto mds cercano a cero, en valor absoluto, sea la
magnitud definida en (6.16).

Como mencionamos previamente, ante la presencia de datos atipicos, tenemos que
bajo H, el estadistico basado en minimos cuadrados rechaza la hipdtesis nula en todas
las muestras consideradas, esto sucede también bajo cada una de las hipotesis alternativas
Hj A, por lo que el denominador de la magnitud py, , da cero, siendo infinito el valor
de esta medida. Por este motivo es que solo la calculamos para el caso Cy. Por otra parte,
vimos que el comportamiento de las frecuencias observadas de rechazo @ para las distintas
hipétesis alternativas H; » resultd simétrico respecto del cero, por lo cual informaremos
los valores con A positivo. Estos resultados se encuentran en el Cuadro 6.5 para cada una
de las probabilidades de pérdida. Como puede observarse, el test basado en el estimador
pesado da valores de py, , menores que los basados en los M— y M M—estimadores, esta
diferencia es mas pronunciada a medida que A se acerca a 0. Esto indica que bajo H
estos tests son mds eficientes para detectar este tipo de alternativas, que seria el precio a
pagar por una mayor robustez, sin embargo, como es de esperar, a medida que A crece
esta diferencia disminuye marcadamente.
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Pcome HI,A
A 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
M -11,27 -23,31 -15,08 -10,73 -545 -3,774 -2,778 -2,78
85% | mm | -22,54 -2454 -16,23 -10,73 -6,21 -4,17 -3,21 -3,20
wMmM; | -42,25 -35,89 -29,67 -19,15 -1243 -5,77 -3,31 -2,46
wMmM, | -74,65 -46,01 -42,62 -3293 -19,85 -11,87 -5,55 -3,85
M -12,68 -15,64 -934 -7,44 327 -235 -2,14 -2,14
0% | mm |-19,72 -1626 -10,00 -7,80 -3,82 -2,67 -246 -246
wMmM; | -46,48 -34,36 -25,08 -17,19 -10,36 -492 -299 -2724
Proc HI,A
A 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 035 04
M -35,82 -2491 -1541 -9,70 -847 -4,64 -3223 -291
85% | mm |-34,33 -2454 -14,87 -10,35 -847 -453 -3,12 -2,80
wMmM; | -56,72 -38,83 -32,08 -24,32 -16,16 -9,17 -5,71 -3,44
wMmMm, | -64,18 -49,82 -47,49 -37,39 -2742 -16,50 -990 -6,14
M -23,88 -989 8,78 -543 5,02 -248 -1,72 -1,72
90% | mm |-23,88 -10,26 -10,04 -6,08 -535 -2,80 -2,05 -2,05
wMmM; | -50,75 -34,80 -28,67 -21,35 -13,49 -734 -452 -248
Pcos Hl,A
A 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 040
M -50,00 -29,76 -15,26 -12,28 -9,07 -5,78 -4,06 -3,63
85% | mm |-44,74 -28,72 -14,18 -12,03 -8,74 -5,35 -3,63 -3,31
wMmM; | 64,47 -3945 -34,83 -25,57 -1593 -953 -544 -3]74
wMmM, | -60,53 -50,52 -43,81 -37,97 -26,22 -15,74 -8,96 -5,12
M -40,79 -24,57 -11,31 -937 -6,42 -3,775 -3,20 -3,09
0% | mm | -4342 -2388 -11,13 -9,62 -6,75 -4,07 -3,42 -3,31
wMmM; | -60,53 -37,02 -27,65 -22,41 -13,16 -8,14 -459 -3,09

Cuadro 6.5: Magnitud de Morales para el caso Cy.
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Capitulo 7

Ejemplo: Datos de Calidad del Aire

Para ilustrar el uso de los estimadores propuestos en el caso de respuestas faltantes,
consideramos un conjunto de datos registrado en el drea metropolitana de Nueva York.
Con el objetivo de estudiar la calidad del aire, se registraron 153 observaciones que con-
sisten en lecturas diarias tomadas entre el 1° de Mayo de 1973 y el 30 de septiembre de
1973 de cuatro variables: Ozono, Radiacién Solar, Velocidad del Viento y Temperatura
Mixima. Cleveland (1985) estudi6 la relacion entre el Ozono (ppb) y la Velocidad del
Viento (mph). Detect6 una relacién no lineal en la cual a medida que la Velocidad aumen-
ta, el Ozono decrece. Esto se debe al incremento de ventilacion que se produce cuando la
velocidad del viento es mayor. En 37 observaciones el valor del Ozono estd perdido. Al
igual que Cleveland (1985) tomamos al Ozono (O) como variable de respuesta y a la Ve-
locidad del Viento (V) como la variable explicativa. De esta manera, para nuestro anélisis
consideramos los 153 datos, de los cuales hay registrados 116 valores para la variable de
respuesta Ozono, por lo que hay 37 respuestas perdidas.

Para estudiar esta relacion con los distintos tipos de estimadores que estuvimos tra-
bajando en los capitulos anteriores, realizamos varios ajustes con diferentes funciones
de regresion no lineal que podrian responder al comportamiento observado. Entre ellas
vimos que la que mejor ajustaba correspondia al modelo de decrecimiento exponencial
dado por

0 =06, GXp(HQV) + 063, 6, < 0.

Bajo este modelo, computamos el estimador de minimos cuadrados, MM—y WM M-
estimadores. Para ambas clases de estimadores robustos utilizamos la funcion bicuadrada
para controlar a las observaciones con residuos altos y para el WM M —estimador elegimos
como funcién de peso a

1 §i 2 < (cy — 1/26,)?
2 _p .

w,(t) = Cz_(ccw_—l/zmz si(c, —1/2¢c,)* <? <c?
0 sir?>c2,

aplicado a la distancia de Mahalanobis robusta como definimos en la Seccién 4.3.1, ya
que al utilizar este tipo de funcién Hard Rejection obtuvimos un comportamiento mds
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estable de los estimadores pesados que al tomar w, dentro de la familia inducida por la
bicuadrada.

Asimismo, para las versiones robustas utilizamos distintos estimadores iniciales. El
primero, /ni;, se baso en el estimador utilizado para el modelo de crecimiento exponencial
(4.5), que resulta de una aproximacion lineal al modelo, definido por (5.1) y (5.2) y to-
mando /G%’MED = 0,9 min(0). Por otro lado, consideramos dos S —estimadores, uno de ellos
con punto inicial basado en Ini; y el otro con punto inicial basado en el LM S —estimador,
tal como fuera sugerido por Stromberg (1993). Llamaremos a estos dos tltimos estima-
dores iniciales Ini, e Inis, respectivamente. En primer lugar calculamos los estimadores
de los parametros obteniendo los valores que figuran en el Cuadro 7.1.

Estimadores
Il/lll Ii’llz Il’ll3
MC MM WMM MM WMM MM WMM MC™
6, | 216,93 | 213,12 685,43 | 212,26 712,36 | 897,10 826,88 | 554,82
6, | -0,23 -0,26 -0,47 -0,26 -0,48 -0,54 -0,52 -0,42
6; | 12,86 | 13,25 21,52 | 13,38 21,41 | 20,16 21,20 | 21,15

Cuadro 7.1: Datos del Aire.

Como podemos observar, los resultados del M M—estimador varian notablemente se-
gun los distintos valores iniciales usados. Cuando es computado a partir de Ini; e Ini, los
resultados son muy similares a los obtenidos con el procedimiento de minimos cuadrados.
Por otro lado, al utilizar a Ini; como punto de partida, los valores del M M—estimador se
acercan a las estimaciones obtenidas a partir del estimador propuesto, que se muestra muy
estable respecto del punto inicial utilizado. Esta propiedad, que también fue observada en
el marco de los estudios de simulacion realizados, resulta relevante ya que la eleccion
del punto inicial en el contexto de estimacion en modelos no lineales siempre merece
atencion, mds alla del problema de robustez.

En segunda instancia, con el objetivo de analizar el comportamiento de los estimado-
res considerados construimos intervalos de confianza (IC) de nivel asintético 99 % dedu-
cidos a partir de la distribucién asintética obtenida en el Teorema 3.4.2, considerando las
versiones muestrales definidas en (6.5) y (6.6) evaluadas en los estimadores correspon-
dientes.

Al observar los intervalos de confianza que figuran en el Cuadro 7.2, podemos ver
que los construidos para el tercer pardmetro a partir del estimador de minimos cuadrados
y del M M—estimador basado en Ini; e Ini,, nos llevan a la conclusién de que 65 no es
significativamente diferente de cero. Sin embargo, esta conclusion no es del todo satisfac-
toria ya que en el estudio inicial de estos datos, el modelo de decrecimiento exponencial
con #; = 0 no dio un buen ajuste. Lo mismo ocurre para el pardmetro 6,. Por el con-
trario, al mirar los IC calculados a partir de cualquiera de los WM M —estimadores y del
M M—estimador con inicial /ni;, vemos que todos los pardmetros del modelo resultan sig-
nificativamente diferentes de cero. Cabe observar también que al comparar los intervalos
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obtenidos con el /ni; como punto inicial, la longitud de la mayoria de los computados con
el WM M —estimador es menor que la de los computados con el M M—estimador.

Por otro lado, con el objetivo de detectar datos atipicos en la muestra calculamos el
boxplot de los residuos estandarizados obtenidos a partir de los WM M —estimadores. En
los tres casos se identificaron los mismos 5 outliers, que corresponden a las observaciones
numero 86, 100, 101, 121 y 126 de la muestra original. Estos datos atipicos también son
detectados a partir de los residuos estandarizados correspondientes al ajuste dado por el
M M —estimador basado en Ini;. Asimismo, las observaciones namero 86, 100, 101 tam-
bién son detectadas como andmalas a partir de los residuos computados con el estimador
cldsico y también con los M M—estimadores basados en Ini; e Ini,. Cabe observar que las
observaciones 121 y 126, no detectadas como atipicas, corresponden a dos dias en los que
se registré la menor velocidad de viento y con valores relativamente bajos para la variable
Ozono. En la Figura 7.1 graficamos en negro la curva ajustada por el método de minimos
cuadrados, en azul punteado la ajustada por el M M—estimador usando /nil; como inicial,
en azul la correspondientes al M M—estimador con inicial /nil; y en rojo la obtenida a
partir del WM M—estimador. En verde se representan los outliers identificados por todos
los métodos y en rojo los identificados s6lo por el WM M —estimador

150
|

Ozono

50
|

Velocidad del Viento

Figura 7.1: Grifico de la presencia de Ozono en el aire en funcién de la Velocidad del viento.
En negro la curva ajustada por minimos cuadrados, en azul punteado por el MM—estimador con
Inily, en azul con el MM—estimador con Inils, en rojo por el WM M—estimador. En verde se
representan los outliers identificado por todos los métodos y en rojo los identificados sélo por el
WM M —estimador.

Por dltimo, eliminamos estas 5 observaciones de la muestra y recalculamos el esti-
mador de minimos cuadrados (mc™), cuyos resultados se encuentran en el Cuadro 7.1,
en el cual podemos ver como los valores estimados se acercan a los calculados por los
WM M—estimadores. Cabe destacar que el intervalo de confianza de nivel asintético 99 %
para 65 obtenido a partir del estimador cldsico basado en esta muestra sin los cinco outliers
detectados, quedo lejos del cero, siendo [13,38;28,93]. Esto nos lleva a la misma conclu-
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sién que la obtenida con los WM M —estimadores calculados sobre toda la muestra.
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Apéndice
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0 =5 0 =2

Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,0005 5,0001  4,9995 49975 49949 | 49998 4,9993  4,9972 Media 2,0001 2,0002  2,0003 2,0018 2,0034 | 2,0002 2,0003 2,0019
Mediana 4,9983 5,0042  5,0048  4,9995 5,0032 | 5,0052 5,0061 4,9985 Mediana 2,0000 1,9988  1,9988 1,9990 1,9982 1,9985  1,9991 1,9988
Co SD 0,1614 0,1693  0,1663  0,1807 0,1977 | 0,1640 0,1620 0,1764 Co SD 0,0408 0,0430 0,0424  0,0509 0,0604 | 0,0417 0,0413  0,0496
MAD 0,1548 0,1597 0,1584  0,1779 0,1816 | 0,1605 0,1561 0,1727 MAD 0,0406 0,0410 0,0408  0,0463 0,0535 | 0,0404 0,0411 0,0447
ECM 0,0260 0,0286 0,0276  0,0326 0,0391 0,0269 0,0262  0,0311 ECM 0,0017 0,0019  0,0018  0,0026 0,0037 | 0,0017 0,0017  0,0025
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,5342 5,3777 54185  5,0138 5,0027 | 54502 54722  5,0269 Media 1,8438 1,8853  1,8740 1,9966 1,9999 1,8650  1,8590 1,9931
Mediana 5,5402 54746 55034  5,0044 5,0016 | 55137 5,5216  5,0098 Mediana 1,8427 1,8455  1,8417 1,9999 1,9992 1,8411 1,8403 1,9972
Cis SD 0,1618 0,3121  0,2910  0,1986 0,1928 | 0,2675 0,2473 02111 Cis SD 0,0314 0,0877 0,0806  0,0524 0,0530 | 0,0728  0,0660  0,0555
MAD 0,1212 0,2276  0,1817  0,1819 0,1871 0,1610 0,1524  0,1850 MAD 0,0191 0,0339  0,0272  0,0464 0,0496 | 0,0235 0,0224  0,0495
ECM 0,3115 0,2400 0,2597  0,0396 0,0372 | 0,2742  0,2841 0,0453 ECM 0,0254 0,0208 0,0224  0,0028 0,0028 | 0,0235 0,0242  0,0031
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5717 5,5081 55279  5,0777 5,0180 | 5,5414 5,5542  5,1224 Media 1,8335 1,8464  1,8414 1,9796 1,9961 1,8380  1,8350 1,9674
Mediana 5,5733 5,5462  5,5549  5,0305 5,0061 5,5600  5,5661 5,0745 Mediana 1,8336 1,8324  1,8316 1,9926 1,9976 1,8314 11,8311 1,9818
Ci7 SD 0,1310 0,2363  0,2136  0,2767 0,2144 | 0,1959 0,1729  0,2903 Ci7 SD 0,0193 0,0602 0,0523  0,0725 0,0563 | 0,0452 0,0367 0,0763
MAD 0,1257 0,1652 0,1568  0,2276 0,1962 | 0,1485 0,1423  0,2651 MAD 0,0189 0,0237  0,0229  0,0587 0,0524 | 0,0218 0,0209 0,0719
ECM 0,3440 0,3140 0,3243  0,0825 0,0462 | 0,3315 0,3370  0,0992 ECM 0,0281 0,0272  0,0279  0,0057 0,0032 | 0,0283 0,0286  0,0069
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5987 5,5694 55753  5,3710 5,1629 | 55799  5,5825  5,3982 Media 1,8259 1,8281 11,8271 1,8973 1,9579 1,8265  1,8264 1,8899
Mediana 5,6011 5,5725 5,5764  5,4552 5,0806 | 5,5817 5,5871 5,4662 Mediana 1,8259 1,8265 11,8260 1,8563 1,9776 1,8255  1,8253 1,8563
Ci10 SD 0,1390 0,1774  0,1679  0,3636 0,3421 0,1617 0,1589  0,3413 Ci10 SD 0,0202 0,0319 0,0286  0,0953 0,0868 | 0,0261 0,0257 0,0884
MAD 0,1370 0,1603  0,1582  0,3969 0,2997 | 0,1523  0,1484  0,3499 MAD 0,0200 0,0232 0,0225  0,0747 0,0803 | 0,0216 0,0215  0,0665
ECM 0,3778 0,3557 0,3592  0,2697 0,1435 | 0,3624 0,3645  0,2749 ECM 0,0307 0,0306  0,0307  0,0196 0,0093 | 0,0308 0,0308 0,0199
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6053 5,5753  5,5834  5,5405 5,3879 | 5,5830 5,5893 5,5553 Media 1,8240 1,8257 11,8245 1,8470 1,8962 1,8250  1,8241 1,8436
Mediana 5,6118 5,5778  5,5849  5,5878 54573 | 5,5832 5,5938  5,5949 Mediana 1,8225 1,8249 11,8240 1,8271 1,8623 1,8247 11,8237 1,8275
Cii2 SD 0,1900 0,1764  0,1680  0,2904 0,3846 | 0,1692 0,1617 0,2721 Cii2 SD 0,0378 0,0273  0,0245  0,0704 0,0973 | 0,0265 0,0235  0,0646
MAD 0,1489 0,1735 0,1696  0,2256 0,4559 | 0,1638 0,1669 0,2166 MAD 0,0213 0,0250  0,0243  0,0355 0,1029 | 0,0239 0,0236  0,0340
ECM 0,4025 0,3621  0,3685  0,3764 0,2982 | 0,3685 0,3734  0,3824 ECM 0,0324 0,0311  0,0314  0,0284 0,0202 | 0,0313 0,0315 0,0286

84

Cuadro 8.1: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir del estimador inicial basado en las
medianas bajo Cp y bajo las contaminaciones C1 ,, param =5, 7, 10 y 12 cuando todas las respuestas son observadas, es decir cuando la probabilidad de pérdida es pcowp-
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,3541 5,1997 522170  5,0041 5,0030 | 5,2257 5,2392  5,0032 Media 1,9039 1,9455 11,9410 1,9993 1,9999 1,9387  1,9351 1,9995
Mediana 5,3547 5,2855 52983  5,0018 5,0015 | 5,3070 5,3127  5,0018 Mediana 1,9038 1,9109  1,9096 1,9999 1,9993 1,9087  1,9079 1,9996
Cis SD 0,0914 0,2354  0,2307  0,1851 0,1934 | 0,2276 0,2216  0,1813 Css SD 0,0096 0,0615 0,0599  0,0485 0,0530 | 0,0590 0,0574  0,0476
MAD 0,0795 0,1860 0,1643  0,1812 0,1865 | 0,1514 0,1372  0,1708 MAD 0,0082 0,0202 0,0174  0,0465 0,0496 | 0,0159 0,0142  0,0447
ECM 0,1338 0,0952  0,1003  0,0342 0,0374 | 0,1027 0,1063  0,0328 ECM 0,0093 0,0067  0,0071 0,0024 0,0028 | 0,0072 0,0075  0,0023
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3504 5,2396  5,2551 5,0049 5,0044 | 52606 5,2747  5,0039 Media 1,9044 1,9347  1,9308 1,9992 1,9996 1,9292  1,9256 1,9995
Mediana 5,3582 5,3109 53220  5,0003 5,0010 | 5,3266 5,3357  5,0007 Mediana 1,9032 1,9080  1,9069 1,9998 1,9993 1,9064  1,9055 1,9995
C37 SD 0,1677 0,2272 0,2182  0,1912 0,1965 | 0,2159  0,2091 0,1870 C37 SD 0,0247 0,0585  0,0560  0,0495 0,0522 | 0,0550 0,0530 0,0484
MAD 0,0804 0,1426  0,1295  0,1851 0,1931 0,1229 0,1145  0,1801 MAD 0,0083 0,0150 0,0136  0,0476 0,0514 | 0,0128 0,0119  0,0464
ECM 0,1509 0,1090 0,1126  0,0365 0,0386 | 0,1144 0,1192  0,0349 ECM 0,0097 0,0077  0,0079  0,0024 0,0027 | 0,0080 0,0083  0,0023
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM;,
Media 5,3379 5,3022 53107  5,0082 5,0068 | 5,3151 5,3212  5,0061 Media 1,9066 1,9173  1,9151 1,9983 1,9987 1,9140 1,9125 1,9988
Mediana 5,3568 5,3420 53456  4,9993 5,0005 | 5,3455 5,3464 49961 Mediana 1,9032 1,9047  1,9043 1,9992 1,9992 1,9044  1,9043 1,9988
Cs.10 SD 0,2801 0,1919 0,1819  0,2028 0,2023 | 0,1755 0,1675  0,1951 C3,10 SD 0,0475 0,0457  0,0427  0,0519 0,0520 | 0,0415 0,0390  0,0499
MAD 0,0866 0,1137 0,1089  0,1911 0,1912 | 0,1070 0,1034  0,1874 MAD 0,0090 0,0118 0,0114  0,0492 0,0495 | 0,0111 0,0107 0,0471
ECM 0,1926 0,1281 0,1296  0,0412 0,0409 | 0,1301 0,1312  0,0381 ECM 0,0110 0,0089  0,0090  0,0027 0,0027 | 0,0091 0,0092  0,0025
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3557 5,3291 53308  5,0141 5,0105 | 5,3373  5,3401 5,0125 Media 1,9035 1,9096  1,9093 1,9969 1,9977 1,9078  1,9070 1,9973
Mediana 5,3566 5,3438 53473  5,0055 50116 | 53461 5,3485  5,0021 Mediana 1,9033 1,9046  1,9043 1,9987 1,9972 1,9044 11,9042 1,9992
Cs12 SD 0,0913 0,1538 0,1498  0,2183 0,2091 0,1368 0,1293  0,2068 G312 SD 0,0095 0,0316  0,0307  0,0559 0,0535 | 0,0272 0,0248  0,0526
MAD 0,0921 0,1155 0,1137  0,2056 0,2015 | 0,1076  0,1064  0,1952 MAD 0,0094 0,0120 0,0119  0,0519 0,0515 | 0,0111 0,0110  0,0489
ECM 0,1348 0,1320 0,1318  0,0478 0,0438 | 0,1324 0,1324  0,0429 ECM 0,0094 0,0092  0,0092  0,0031 0,0029 | 0,0092 0,0093  0,0028
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Cuadro 8.3: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir del estimador inicial basado en las
medianas bajo las contaminaciones C3 , param = 5,7, 10 y 12 cuando todas las respuestas son observadas, es decir cuando la probabilidad de pérdida es pcoyp-
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 4,9994 49991  4,9989  4,9992 49976 | 49988  4,9988  4,9989 Media 2,0005 2,0006 2,0005 2,0015 2,0028 | 2,0006 2,0006 2,0015
Mediana 4,9992 5,0022  5,0040  5,0009 5,0064 | 5,0019 5,0049  5,0005 Mediana 1,9993 1,9992  1,9991 1,9988 1,9991 1,9994  1,9992  2,0000
Co SD 0,1833 0,2038 0,1959  0,2127 0,2348 | 0,1960 0,1908  0,2074 Co SD 0,0465 0,0512  0,0493  0,0588 0,0703 | 0,0493  0,0481 0,0572
MAD 0,1816 0,1982  0,1961 0,2116 0,2309 | 0,1925 0,1920  0,2060 MAD 0,0447 0,0494  0,0482  0,0570 0,0674 | 0,0481 0,0468  0,0542
ECM 0,0336 0,0415 0,0383  0,0452 0,0551 0,0384 0,0364  0,0430 ECM 0,0022 0,0026  0,0024  0,0035 0,0049 | 0,0024 0,0023  0,0033
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,6001 54569 54887  5,0291 5,0058 | 5,5068 5,5344  5,0426 Media 1,8321 1,8683  1,8600 1,9929 1,9993 1,8552 1,8479 1,9894
Mediana 5,5969 5,5454 55640  5,0173 5,0040 | 5,5734 5,5814  5,0265 Mediana 1,8324 1,8337  1,8319 1,9938 1,9982 1,8317 11,8312 1,9923
Cis SD 0,1439 0,3361 0,3144  0,2443 0,2259 | 0,3007 0,2714  0,2506 Cis SD 0,0218 0,0890 0,0820  0,0634 0,0613 | 0,0773  0,0680  0,0649
MAD 0,1450 0,2301  0,2034  0,2255 0,2266 | 0,1843 0,1753  0,2329 MAD 0,0220 0,0335  0,0307  0,0561 0,0586 | 0,0279 0,0265  0,0588
ECM 0,3808 0,3216  0,3375  0,0605 0,0510 | 0,3472 0,3592  0,0645 ECM 0,0287 0,0253  0,0263  0,0041 0,0038 | 0,0269 0,0278  0,0043
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6345 55779  5,5970  5,1202 5,0270 | 5,5994 5,6121 5,1540 Media 1,8230 1,8335  1,8290 1,9688 1,9938 1,8287  1,8259 1,9600
Mediana 5,6322 5,6059 56154  5,0678 50124 | 5,6123 5,6243  5,1001 Mediana 1,8229 1,8233 11,8221 1,9823 1,9944 1,8226  1,8219 1,9733
Ci7 SD 0,1497 0,2548 0,2310  0,3288 0,2499 | 0,2246  0,2055  0,3330 Ci7 SD 0,0220 0,0589  0,0509  0,0846 0,0649 | 0,0491 0,0423  0,0855
MAD 0,1536 0,1860 0,1793  0,2984 0,2316 | 0,1727 0,1713  0,3250 MAD 0,0229 0,0271  0,0263  0,0770 0,0595 | 0,0256 0,0254  0,0892
ECM 0,4249 0,3988 0,4097  0,1224 0,0631 0,4097 04168  0,1345 ECM 0,0318 0,0312  0,0318  0,0081 0,0043 | 0,0318 0,0321 0,0089
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6595 5,6328  5,6407 54310 5,1971 5,6396  5,6458  5,4508 Media 1,8165 1,8180  1,8167 1,8841 1,9498 1,8172  1,8163 1,8792
Mediana 5,6614 5,6325 5,6362  5,5055 5,1364 | 5,6362 5,6415 55228 Mediana 1,8152 1,8171  1,8167 1,8457 1,9652 1,8169  1,8163 1,8449
Ci10 SD 0,2028 0,2126  0,1962  0,3876 0,3718 | 0,1974 0,1841 0,3704 Ci10 SD 0,0394 0,0361  0,0312  0,0978 0,0928 | 0,0324 0,0282  0,0924
MAD 0,1693 0,2057 0,1867  0,3886 0,3468 | 0,1949 0,1817  0,3569 MAD 0,0243 0,0289  0,0270  0,0742 0,0917 | 0,0278  0,0264  0,0660
ECM 0,4760 0,4456  0,4490  0,3358 0,1770 | 0,4480 0,4510  0,3403 ECM 0,0352 0,0344  0,0346  0,0230 0,0111 0,0345 0,0346  0,0231
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6715 5,6389  5,6498  5,6061 54326 | 5,6426 5,6540  5,6073 Media 1,8131 1,8158  1,8144 1,8347 1,8871 1,8157  1,8140 1,8350
Mediana 5,6689 5,6287  5,6449  5,6390 54857 | 5,6313 5,6516  5,6392 Mediana 1,8136 1,8161 1,8154 1,8190 1,8521 1,8164  1,8149 1,8192
Cii2 SD 0,1680 0,2245  0,2081 0,3144 0,4096 | 02134 0,1972  0,3048 Cii2 SD 0,0242 0,0334 0,0302  0,0715 0,1005 | 0,0329 0,0285  0,0695
MAD 0,1745 0,2219  0,2099  0,2680 0,4820 | 0,2135 0,2045  0,2589 MAD 0,0253 0,0313  0,0298 00,0408 0,1020 | 0,0304 0,0288  0,0397
ECM 0,4791 0,4586  0,4655  0,4660 0,3547 | 0,4584 0,4666 0,4616 ECM 0,0355 0,0351 0,0354  0,0324 0,0228 | 0,0351 0,0354  0,0320

Cuadro 8.5: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir del estimador inicial basado en las

medianas bajo Cp y bajo las contaminaciones C1 ,, param =5, 7, 10y 12 cuando la probabilidad de pérdida es p, .
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,3709 5,2253  5,2374  5,0076 5,0058 | 5,2419 5,2595  5,0058 Media 1,9021 1,9403  1,9372 1,9984 1,9993 1,9360 11,9316 1,9989
Mediana 5,3727 5,3158 53226  5,0081 5,0067 | 5,3262 5,3338  5,0081 Mediana 1,9017 1,9078  1,9069 1,9951 1,9978 1,9066  1,9058 1,9961
Css SD 0,1051 0,2600 0,2509  0,2177 0,2262 | 0,2501 0,2418  0,2128 Cs5 SD 0,0111 0,0651  0,0629  0,0567 0,0614 | 0,0625 0,0604  0,0554
MAD 0,0900 0,1759  0,1639  0,2132 0,2271 0,1538 0,1382  0,2105 MAD 0,0094 0,0187 0,0174  0,0535 0,0586 | 0,0161 0,0145  0,0533
ECM 0,1486 0,1183 0,1193  0,0474 0,0511 0,1210  0,1258  0,0453 ECM 0,0097 0,0078  0,0079  0,0032 0,0038 | 0,0080 0,0083  0,0031
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3709 5,2864  5,3010 5,0132 5,0105 | 5,3091 5,3176  5,0102 Media 1,9022 1,9242  1,9206 1,9971 1,9980 1,9183  1,9163 1,9979
Mediana 5,3730 5,3475 53545  5,0118 5,0056 | 5,3565 5,3600  5,0059 Mediana 1,9016 1,9042  1,9035 1,9976 1,9974 1,9033  1,9029 1,9975
C37 SD 0,1499 0,2309  0,2209  0,2295 0,2309 | 0,2103 0,1993  0,2215 C37 SD 0,0229 0,0558 0,0532  0,0585 0,0604 | 0,0503 0,0472  0,0566
MAD 0,0930 0,1330 0,1258  0,2242 0,2279 | 0,1217 0,1162  0,2225 MAD 0,0096 0,0138  0,0131 0,0549 0,0576 | 0,0126 0,0119  0,0533
ECM 0,1600 0,1352  0,1394  0,0528 0,0534 | 0,1397 0,1406  0,0491 ECM 0,0101 0,0089  0,0091 0,0034 0,0036 | 0,0092 0,0092  0,0032
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM;,
Media 5,3642 5,3407  5,3505  5,0244 5,0191 5,3523  5,3570  5,0189 Media 1,9033 1,9096  1,9073 1,9944 1,9959 1,9068  1,9057 1,9959
Mediana 5,3805 5,3674 53731 5,0098 5,0121 53721 53717  5,0119 Mediana 1,9007 1,9021 1,9015 1,9969 1,9961 1,9016  1,9016 1,9960
C3,10 SD 0,2259 0,1837 0,1683  0,2573 0,2449 | 0,1610 0,1515 0,2391 C3,10 SD 0,0373 0,0383  0,0336  0,0649 0,0617 | 0,0318 0,0295  0,0600
MAD 0,0973 0,1240 0,1187  0,2425 0,2404 | 0,1127 0,1113  0,2301 MAD 0,0100 0,0128 0,0123  0,0612 0,0595 | 0,0116 0,0115  0,0575
ECM 0,1836 0,1498  0,1511 0,0667 0,0603 | 0,1500 0,1504  0,0575 ECM 0,0107 0,0096  0,0097  0,0042 0,0038 | 0,0097 0,0098 0,0036
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3731 5,3573 5,3598  5,0384 5,0284 | 5,3625  5,3645 5,0323 Media 1,9017 1,9056  1,9049 1,9908 1,9935 1,9041  1,9037 1,9925
Mediana 5,3757 5,3692 53716  5,0194 50113 | 53687 5,3718  5,0152 Mediana 1,9014 1,9020  1,9017 1,9958 1,9960 1,9021  1,9017 1,9967
C312 SD 0,0992 0,1646  0,1599  0,2865 0,2679 | 0,1455 0,1460  0,2661 G312 SD 0,0103 0,0281 0,0269  0,0724 0,0671 0,0227 0,0235  0,0666
MAD 0,1023 0,1355 0,1323  0,2794 0,2574 | 0,1268  0,1261 0,2556 MAD 0,0106 0,0140 0,0136  0,0715 0,0660 | 0,0131 0,0130  0,0645
ECM 0,1490 0,1547  0,1550  0,0835 0,0725 | 0,1526 0,1542  0,0718 ECM 0,0098 0,0097  0,0098  0,0053 0,0045 | 0,0097 0,0098  0,0045

Cuadro 8.7: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir del estimador inicial basado en las

medianas bajo las contaminaciones C3 ,, param = 5,7, 10 y 12 cuando la probabilidad de pérdida es p, .
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,0004 49995  4,9995  4,9980 49969 | 49998 4,9998  4,9982 Media 2,0000 2,0001  2,0001 2,0016 2,0029 | 2,0001 2,0000 2,0015
Mediana 4,9909 4,9956 49951 4,9949 49986 | 4,9960 49963 49916 Mediana 2,0006 1,9998 11,9999  2,0009 1,9987 1,9999 11,9992  2,0001
Co SD 0,1642 0,1775  0,1741 0,1925 0,2134 | 0,1721  0,1700  0,1878 Co SD 0,0414 0,0447  0,0438  0,0548 0,0658 | 0,0433 0,0428 0,0531
MAD 0,1578 0,1637  0,1606  0,1890 0,1997 | 0,1622 0,1600  0,1807 MAD 0,0398 0,0424  0,0419  0,0491 0,0554 | 0,0418 0,0418  0,0497
ECM 0,0269 0,0315 0,0303  0,0370 0,0455 | 0,0296 0,0289  0,0352 ECM 0,0017 0,0020  0,0019  0,0030 0,0043 | 0,0019 0,0018  0,0028
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,5442 54120 54518  5,0217 5,0042 | 54679 54946  5,0368 Media 1,8407 1,8744  1,8636 1,9943 1,9995 1,8592 11,8520 1,9903
Mediana 5,5444 54942 55154  5,0091 5,0012 | 5,5226  5,5320  5,0159 Mediana 1,8403 1,8411 1,8391 1,9978 1,9983 1,8382 11,8376 1,9952
Cis SD 0,1389 0,3017  0,2791 0,2184 0,2077 | 0,2668  0,2405  0,2281 Cis SD 0,0208 0,0826 0,0746  0,0582 0,0576 | 0,0697 0,0603  0,0602
MAD 0,1390 0,2144  0,1937  0,2041 0,2054 | 0,1849 0,1690  0,2057 MAD 0,0205 0,0317  0,0277  0,0525 0,0530 | 0,0262 0,0237  0,0547
ECM 0,3154 0,2607  0,2820  0,0481 0,0431 0,2901  0,3024  0,0533 ECM 0,0258 0,0226  0,0242  0,0034 0,0033 | 0,0247 0,0255  0,0037
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5764 5,5219  5,5394  5,1033 5,0227 | 5,5469 5,5583  5,1412 Media 1,8318 1,8416  1,8373 1,9722 1,9948 1,8356  1,8330 1,9621
Mediana 5,5788 5,5482  5,5577  5,0466 5,0152 | 5,5603 5,5645  5,0874 Mediana 1,8312 1,8313  1,8305 1,9882 1,9959 1,8304  1,8305 1,9779
Ci7 SD 0,1453 0,2347 02121 0,3000 0,2290 | 0,1986 0,1780  0,3079 Ci7 SD 0,0213 0,0550 0,0473  0,0793 0,0607 | 0,0421 0,0339  0,0808
MAD 0,1416 0,1788 0,1686  0,2542 0,2091 0,1630 0,1555  0,2867 MAD 0,0209 0,0258 0,0242  0,0676 0,0546 | 0,0235 0,0226  0,0791
ECM 0,3534 0,3274  0,3359  0,1006 0,0529 | 0,3385 10,3433 0,1146 ECM 0,0287 0,0281 0,0287  0,0070 0,0037 | 0,0288 0,0290  0,0080
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5998 5,5641  5,5731 5,3889 5,1760 | 5,5741 5,5797 54118 Media 1,8251 1,8283  1,8266 1,8921 1,9544 1,8268  1,8261 1,8862
Mediana 5,6012 5,5673  5,5695  5,4586 5,1015 | 5,5767 5,5790  5,4792 Mediana 1,8245 1,8268  1,8263 1,8548 1,9707 1,8264  1,8259 1,8523
Ci10 SD 0,1608 0,1926 0,1792  0,3691 0,3566 | 0,1803 0,1728  0,3530 Ci10 SD 0,0237 0,0326  0,0275  0,0949 0,0899 | 0,0286 0,0266  0,0898
MAD 0,1531 0,1773  0,1775  0,4179 0,3147 | 0,1720 0,1682  0,3781 MAD 0,0223 0,0261  0,0254  0,0788 0,0863 | 0,0255 0,0244  0,0695
ECM 0,3856 0,3552  0,3606  0,2873 0,1580 | 0,3621 0,3659  0,2941 ECM 0,0311 0,0306  0,0308  0,0206 0,0101 0,0308 0,0309 0,0210
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6114 5,5682  5,5777  5,5535 5,3981 5,5755 5,5832  5,5621 Media 1,8222 1,8261  1,8250 1,8429 1,8936 1,8254  1,8245 1,8412
Mediana 5,6090 5,5749  5,5807  5,5885 5,4520 | 5,5760 5,5844  5,5982 Mediana 1,8219 1,8245 11,8241 1,8261 1,8602 1,8246  1,8240 1,8262
Cii2 SD 0,1623 0,2027  0,1947  0,3020 0,3995 | 0,1916 0,1868  0,2868 Cii2 SD 0,0235 0,0297 0,0285  0,0706 0,0997 | 0,0279 0,0272  0,0657
MAD 0,1638 0,1901 0,1838  0,2563 0,4818 | 0,1830 0,1818  0,2486 MAD 0,0234 0,0283  0,0270  0,0400 0,1082 | 0,0267 0,0263  0,0384
ECM 0,4001 0,3639 0,3716  0,3975 0,3179 | 0,3679 0,3750  0,3981 ECM 0,0322 0,0311  0,0314  0,0296 0,0213 | 0,0313 0,0315  0,0295

Cuadro 8.9: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir del estimador inicial basado en las

medianas bajo Cp y bajo las contaminaciones C1 ,, param =5, 7, 10 y 12 cuando la probabilidad de pérdida es pcs.
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,3552 5,1879  5,2042  5,0050 5,0041 52145 52310  5,0038 Media 1,9038 1,9490  1,9446 1,9987 1,9995 1,9418 1,9374 1,9991
Mediana 5,3566 5,2741  5,2931 4,9991 5,0012 | 53036 5,3129  5,0027 Mediana 1,9035 1,9122 1,9102 1,9994 1,9980 1,9090 1,9081 2,0000
Cis SD 0,0916 0,2485  0,2415  0,1963 0,2081 0,2384 0,2325  0,1922 Css SD 0,0095 0,0640 0,0624  0,0524 0,0576 | 0,0614 0,0596 0,0510
MAD 0,0871 0,2222  0,1841 0,1954 0,2063 | 0,1710 0,1507  0,1947 MAD 0,0090 0,0254  0,0208  0,0501 0,0538 | 0,0184 0,0158  0,0493
ECM 0,1345 0,0970  0,1000  0,0385 0,0433 | 0,1028 0,1074  0,0369 ECM 0,0094 0,0067  0,0070  0,0027 0,0033 | 0,0072 0,0075  0,0026
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3567 5,2286  5,2448  5,0073 5,0071 52561  5,2682  5,0057 Media 1,9034 1,9374  1,9334 1,9984 1,9988 1,9302 11,9272 1,9989
Mediana 5,3587 5,3061 53155  5,0070 5,0055 | 5,3229 5,3295  5,0078 Mediana 1,9031 1,9086  1,9076 1,9986 1,9982 1,9068  1,9061 1,9989
C37 SD 0,0939 0,2378  0,2294  0,2024 0,2100 | 0,2245 0,2176  0,1976 C37 SD 0,0097 0,0605 0,0583  0,0529 0,0562 | 0,0566 0,0545 0,0514
MAD 0,0891 0,1606  0,1460  0,2009 0,2062 | 0,1365 0,1284  0,1982 MAD 0,0092 0,0171  0,0154  0,0513 0,0527 | 0,0143 0,0133  0,0503
ECM 0,1360 0,1087 0,1125  0,0410 0,0441 0,1159 0,1192  0,0390 ECM 0,0094 0,0076  0,0078  0,0028 0,0032 | 0,0081 0,0083  0,0026
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM;,
Media 5,3408 5,3060 5,3161 5,0089 5,0076 | 5,3184 5,3238  5,0070 Media 1,9061 1,9160 1,9135 1,9980 1,9985 1,9130 1,9118 1,9985
Mediana 5,3583 5,3389  5,3433  5,0057 5,0013 | 5,3448 5,3476  5,0011 Mediana 1,9031 1,9050  1,9046 1,9996 1,9996 1,9045  1,9042 1,9988
C3,10 SD 0,2579 0,1894 0,1780  0,2153 0,2151 0,1747  0,1689  0,2060 C3,10 SD 0,0430 0,0429  0,0395  0,0552 0,0550 | 0,0390 0,0375  0,0525
MAD 0,0921 0,1252  0,1210  0,2027 0,2016 | 0,1154 0,1117  0,1975 MAD 0,0096 0,0131  0,0125  0,0520 0,0511 0,0120 0,0116  0,0496
ECM 0,1826 0,1295 0,1315  0,0464 0,0463 | 0,1319 0,1333  0,0425 ECM 0,0107 0,0089  0,0090  0,0030 0,0030 | 0,0091 0,0092  0,0028
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3446 5,3194 53211 5,0143 50113 | 5,3287 53326 5,0133 Media 1,9055 19116 19113 1,9966 1,9975 1,9095  1,9086 1,9969
Mediana 5,3569 5,3425 53438  5,0053 5,0021 5,3462 53490  5,0094 Mediana 1,9033 1,9048  1,9046 1,9991 1,9983 1,9044  1,9041 1,9995
C312 SD 0,2270 0,1717  0,1688  0,2316 0,2261 0,1549 0,1476  0,2213 G312 SD 0,0374 0,0350 0,0346  0,0593 0,0576 | 0,0306 0,0278  0,0564
MAD 0,0974 0,1276  0,1247  0,2212 0,2171 0,1175 0,1157  0,2078 MAD 0,0100 0,0132  0,0129  0,0554 0,0556 | 0,0122 0,0120  0,0537
ECM 0,1702 0,1314  0,1316  0,0538 0,0512 | 0,1320 0,1324  0,0491 ECM 0,0103 0,0090  0,0091 0,0035 0,0033 | 0,0091 0,0091 0,0032

Cuadro 8.11: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir del estimador inicial basado en las

medianas bajo las contaminaciones C3 ,, param = 5,7, 10 y 12 cuando la probabilidad de pérdida es pcos.
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,0005 49995  4,9993 4,998 49954 | 49994 4,9993  4,9976 Media 2,0001 2,0003  2,0003  2,0017 2,0033 | 2,0003 2,0003 2,0017
Mediana 4,9983 5,0086  5,0094  5,0008 5,0022 | 5,0048 5,0055 49992 Mediana 2,0000 1,9987  1,9989 1,9990 1,9979 1,9993  1,9992 1,9987
Co SD 0,1614 0,1725 0,1723  0,1856 0,1997 0,166 0,1658  0,1789 Co SD 0,0408 0,0438 0,0438  0,0523 0,0609 | 0,0422 0,0422  0,0503
MAD 0,1548 0,1639  0,1635  0,1855 0,1839 | 0,1603 0,1587 0,1719 MAD 0,0406 0,0421  0,0421 0,0485 0,0540 | 0,0413  0,0411 0,0458
ECM 0,026 0,0297 0,0297  0,0344 0,0399 | 0,0275 0,0275 0,032 ECM 0,0017 0,0019  0,0019  0,0027 0,0037 | 0,0018 0,0018  0,0025
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,5342 5,3284 53257  5,0087 5,0042 | 5,3864 5,3852  5,0135 Media 1,8438 1,8986  1,8994 1,9979 1,9995 1,8826  1,8830 1,9967
Mediana 5,5402 54295 54297  5,0043 5,0003 5,486 54847  5,0034 Mediana 1,8427 1,8502 11,8499 1,9985 1,9985 1,8436  1,8441 1,9999
Cis SD 0,1618 0,3312 0,332 0,1988 0,1966 | 0,3144 0,3145 02014 Cis SD 0,0314 0,0946  0,0950  0,0524 0,0541 0,0879  0,0881 0,0529
MAD 0,1212 0,3152 0,318 0,1892 0,1923 | 0,2123 0,2165 0,1847 MAD 0,0191 0,0475  0,0475  0,0479 0,0492 | 0,0315 0,0324  0,0472
ECM 0,3115 0,2174  0,2162  0,0396 0,0386 | 0,2481 0,2472  0,0407 ECM 0,0254 0,0192  0,0191 0,0027 0,0029 | 0,0215 0,0214  0,0028
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5717 54841 54782  5,0574 5,0141 5,5081  5,5101 5,0774 Media 1,8335 1,8508  1,8523 1,9849 1,9971 1,8457  1,8450 1,9797
Mediana 5,5733 5,5267 5,5236  5,0179 5,0058 | 5,5439 5,5423  5,0309 Mediana 1,8336 1,8333 11,8335 1,9963 1,9989 1,8317 11,8319 1,9923
Ci7 SD 0,131 0,2679  0,2695  0,2722 0,2148 | 0,2468 0,2404  0,2794 Ci7 SD 0,0193 0,0687 0,0698  0,0711 0,0564 | 0,0621 0,0604  0,0731
MAD 0,1257 0,189 0,1919  0,2162 0,1964 0,169 0,169 0,2219 MAD 0,0189 0,0274  0,0284  0,0559 0,0516 | 0,0242 0,0245 0,0581
ECM 0,344 0,3061 0,3013  0,0773 0,0463 0,319 0,318 0,084 ECM 0,0281 0,0270  0,0267  0,0053 0,0032 | 0,0277 0,0277  0,0057
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5987 5,5484 55465 53116 5,1239 | 5,5586 5,5575 53417 Media 1,8259 1,8294  1,8296 1,9118 1,9683 1,8284  1,8285 1,9044
Mediana 5,6011 5,5467 5,5428  5,3343 5,0512 | 5,5565 5,5558 54173 Mediana 1,8259 1,8284 11,8283 1,8747 1,9868 1,8275  1,8278 1,8577
Ci10 SD 0,139 0,2037 0,2016  0,3887 0,3426 | 0,1888 0,1867 0,3787 Ci10 SD 0,0202 0,0350 0,0343  0,1031 0,0871 0,0325 0,0318  0,0998
MAD 0,137 0,19 0,1943  0,4903 0,2522 | 0,1768 0,1752  0,4566 MAD 0,0200 0,0280 0,0282  0,1241 0,0636 | 0,0262 0,0255 0,0974
ECM 0,3778 0,3422  0,3392  0,2481 0,1326 | 0,3476  0,3457 0,26 ECM 0,0307 0,0303  0,0302 0,0184 0,0086 | 0,0305 0,0304 0,0191
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6053 5,5444 55435  5,4949 5,3258 | 5,5554  5,5546 5,508 Media 1,8240 1,8284 11,8285 1,8551 1,9118 1,8272  1,8273 1,8534
Mediana 5,6118 5,5422  5,5394  5,5453 5,3175 | 5,5551 5,5555  5,5593 Mediana 1,8225 1,8281 11,8281 1,8301 1,9050 1,8266  1,8269 1,8291
Cii2 SD 0,19 0,214 02145  0,3367 04179 | 0,1962 0,1967  0,3267 Cii2 SD 0,0378 0,0318 0,0319  0,0837 0,1075 | 0,0290  0,0291 0,0815
MAD 0,1489 0,2085 0,2052  0,2815 0,5337 | 0,1968 0,1993  0,2543 MAD 0,0213 0,0313  0,0308  0,0434 0,1440 | 0,0288 0,0289  0,0391
ECM 0,4025 0,3421 0,3414  0,3581 0,2806 | 0,3469 0,3463  0,3647 ECM 0,0324 0,0304 0,0304  0,0280 0,0193 | 0,0307 0,0307 0,0281

Cuadro 8.13: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir de un S —estimador inicial bajo Cg y

bajo las contaminaciones Cy ,, param = 5,7, 10 y 12 cuando todas las respuestas son observadas, es decir cuando la probabilidad de pérdida es pcoye-
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,3541 5,2376  5,2366  5,0085 5,0058 | 5,2488 5,2508  5,0058 Media 1,9039 1,9351  1,9353 1,9980 1,9991 1,9322 1,9317 1,9988
Mediana 5,3547 5,3103 53104  5,0059 5,0042 | 53168 5,3179  5,0048 Mediana 1,9038 1,9082  1,9082 1,9979 1,9980 1,9075  1,9075 1,9999
Cis SD 0,0914 0,2343  0,2337  0,1929 0,1972 | 0,2248 0,2238  0,1855 Css SD 0,0096 0,0599  0,0597  0,0506 0,0541 0,0575 0,0572  0,0487
MAD 0,0795 0,1469 0,1495  0,1878 0,1936 | 0,1302 0,13 0,1792 MAD 0,0082 0,0155 0,0156  0,0489 0,0502 | 0,0135 0,0135 0,0473
ECM 0,1338 0,1113  0,1105  0,0372 0,0389 | 0,1124 0,1129  0,0344 ECM 0,0093 0,0078  0,0077  0,0026 0,0029 | 0,0079 0,0079  0,0024
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3504 5,2845 52873  5,0104 5,0084 | 5,2889 5,2898  5,0075 Media 1,9044 1,9226  1,9220 1,9978 1,9985 1,9216 1,9214 1,9986
Mediana 5,3582 5,3376  5,3391 5,0066 5,0057 5,339 5,3397  5,0042 Mediana 1,9032 1,9053  1,9050 1,9979 1,9978 1,9051 1,9050 1,9989
C37 SD 0,1677 0,2109 0,209 0,1999 0,2008 | 0,2039 0,2026  0,1915 C37 SD 0,0247 0,0518  0,0511 0,0514 0,0532 | 0,0503  0,0501 0,0495
MAD 0,0804 0,1217  0,1205  0,1997 0,1947 | 0,1162 0,1146  0,1875 MAD 0,0083 0,0126  0,0125  0,0506 0,0521 0,0121  0,0119  0,0483
ECM 0,1509 0,1254  0,1262 0,04 0,0404 0,125 0,125 0,0367 ECM 0,0097 0,0087  0,0087  0,0026 0,0028 | 0,0087 0,0087  0,0024
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM;,
Media 5,3379 53113 5,3136 5,014 5,0107 | 5,3187 53191 5,0105 Media 1,9066 1,9146  1,9142 1,9969 1,9979 1,9129  1,9129 1,9978
Mediana 5,3568 5,3423 53442  5,0085 5,0042 | 53453  5,3449  5,0055 Mediana 1,9032 1,9047  1,9045 1,9972 1,9983 1,9044  1,9044 1,9980
C3,10 SD 0,2801 0,1779  0,1763  0,2152 0,2091 0,1667 0,1653  0,2022 C3,10 SD 0,0475 0,0392  0,0389  0,0547 0,0536 | 0,0371 0,0368 0,0515
MAD 0,0866 0,1258  0,1241 0,1972 0,1982 | 0,1129 0,1126  0,1931 MAD 0,0090 0,0131  0,0129  0,0507 0,0511 0,0118 0,0117  0,0488
ECM 0,1926 0,1285 0,1294  0,0465 0,0438 | 0,1294  0,1291 0,041 ECM 0,0110 0,0088  0,0089  0,0030 0,0029 | 0,0089 0,0089  0,0026
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3557 5,3259  5,3251 5,016 5,0109 | 5,3306 5,3319  5,0129 Media 1,9035 1,9099 19101 1,9966 1,9978 1,9090  1,9087 1,9973
Mediana 5,3566 5,3441  5,3449 5,01 5,0016 | 5,3454 5,3448  5,0053 Mediana 1,9033 1,9046  1,9045 1,9974 1,9990 1,9045 11,9045 1,9986
C312 SD 0,0913 0,1647  0,1656  0,2345 0,2199 | 0,1516  0,1491 0,216 G312 SD 0,0095 0,0314  0,0318  0,0594 0,0558 | 0,0289 0,0284  0,0546
MAD 0,0921 0,1338 0,1328  0,2266 0,2108 | 0,1219 0,119 0,2124 MAD 0,0094 0,0139  0,0138  0,0594 0,0557 | 0,0127 0,0124  0,0531
ECM 0,1348 0,1333  0,1331 0,0552 0,0484 | 0,1323 0,1324  0,0468 ECM 0,0094 0,0091  0,0091 0,0035 0,0031 0,0091  0,0091 0,0030

Cuadro 8.15: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M —estimadores calculados a partir de un S —estimador inicial bajo las

contaminaciones C3,, param = 5,7, 10 y 12 cuando todas las respuestas son observadas, es decir cuando la probabilidad de pérdida es pcoye-
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 4,9994 49987 4,9984  4,9988 49975 | 49986 4,9984  4,9987 Media 2,0005 2,0007  2,0008  2,0017 2,0029 | 2,0007 2,0007 2,0017
Mediana 4,9992 5,0031  5,0029  5,0001 5,0068 | 5,0042 5,0032 5,0012 Mediana 1,9993 1,9994  1,9996 1,9993 1,9999 1,9997  1,9994 1,9998
Co SD 0,1833 0,2096  0,2094  0,2241 0,2405 | 0,2007 0,2 0,2139 Co SD 0,0465 0,0526  0,0525  0,0620 0,0720 | 0,0504 0,0502  0,0590
MAD 0,1816 0,2057  0,2066  0,2172 0,2309 | 0,1978  0,1962 0,207 MAD 0,0447 0,0510  0,0499  0,0586 0,0671 0,0491 0,0487  0,0556
ECM 0,0336 0,0439  0,0438  0,0502 0,0578 | 0,0403 0,04 0,0457 ECM 0,0022 0,0028  0,0028  0,0038 0,0052 | 0,0025 0,0025  0,0035
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,6001 5,3966 5,392 5,0181 5,0075 | 54434 54412  5,0232 Media 1,8321 1,8836  1,8848 1,9956 1,9988 1,8716  1,8722 1,9944
Mediana 5,5969 5,5042 54893  5,0093 5,0069 | 5,5393 5,5332  5,0122 Mediana 1,8324 1,8384  1,8393 1,9952 1,9974 1,8344  1,8346 1,9951
Cis SD 0,1439 0,3777 0,3765  0,2428 0,2307 | 0,3534 0,3566  0,2435 Cis SD 0,0218 0,1009  0,1011 0,0632 0,0627 | 0,0933  0,0943  0,0630
MAD 0,145 0,3074 0,327 0,2275 0,2302 | 0,2426  0,2549  0,2247 MAD 0,0220 0,0467 0,0484  0,0566 0,0592 | 0,0361 0,0367 0,0557
ECM 0,3808 0,2998 0,2953  0,0592 0,0532 | 0,3214 0,3217  0,0598 ECM 0,0287 0,0237  0,0235  0,0040 0,0039 | 0,0252 0,0252  0,0040
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6345 5,5389  5,5358  5,0929 5,0196 | 5,5631 5,5615  5,1016 Media 1,8230 1,8416  1,8423 1,9754 1,9956 1,8363  1,8367 1,9735
Mediana 5,6322 5,577 5,5755  5,0475 5,0089 | 5,5918 5,5906  5,0442 Mediana 1,8229 1,8252 11,8251 1,9879 1,9952 1,8238 11,8237 1,9876
Ci7 SD 0,1497 0,3079  0,3088  0,3258 0,2487 | 0,2769  0,2772  0,3254 Ci7 SD 0,0220 0,0738  0,0743  0,0844 0,0647 | 0,0651 0,0655 0,0838
MAD 0,1536 0,2235 0,2249  0,2774 0,2315 | 0,2014 0,1967  0,2748 MAD 0,0229 0,0331  0,0331 0,0712 0,0592 | 0,0297 0,0292  0,0703
ECM 0,4249 0,3852 0,3823  0,1147 0,0622 | 0,3937 0,392 0,1161 ECM 0,0318 0,0305 0,0304  0,0077 0,0042 | 0,0310 0,0310 0,0077
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6595 5,6003 5,597 5,3592 5,151 5,61 5,608 5,3818 Media 1,8165 1,8212  1,8218 1,9009 1,9613 1,8202  1,8204 1,8958
Mediana 5,6614 5,5979  5,5919  5,3981 5,0789 | 5,6157 5,6074 5,446 Mediana 1,8152 1,8202 11,8211 1,8579 1,9794 1,8185  1,8189 1,8487
Ci10 SD 0,2028 0,2639  0,2655  0,4389 0,3847 | 02421 0,2415  0,4203 Ci10 SD 0,0394 0,0437  0,0441 0,1116 0,0967 | 0,0405 0,0403 0,1071
MAD 0,1693 0,2442  0,2422  0,5277 0,3124 | 0,2254 0,2244  0,4859 MAD 0,0243 0,0357 0,0359  0,1212 0,0797 | 0,0328 0,0325  0,1013
ECM 0,476 0,43 0,4268 0,3214 0,1706 | 0,4307 0,428 0,3222 ECM 0,0352 0,0339  0,0337  0,0223 0,0108 | 0,0340 0,0339  0,0223
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6715 5,5974 55947  5,5413 5,363 5,6057  5,6028  5,5515 Media 1,8131 1,8206 1,8210 1,8461 1,9035 1,8195 11,8199 1,8449
Mediana 5,6689 55911  5,5858 5,572 5,3587 | 5,6004 5,599 5,5949 Mediana 1,8136 1,8202  1,8209 1,8247 1,8830 1,8193  1,8191 1,8227
Cii2 SD 0,168 0,3071  0,3045  0,3979 04633 | 0,2795 0,2766  0,3761 Cii2 SD 0,0242 0,0457  0,0454  0,0903 0,1149 | 0,0412 0,0408 0,0872
MAD 0,1745 0,2927  0,2901 0,3521 0,5648 | 0,2677 0,2659  0,3095 MAD 0,0253 0,0434  0,0427  0,0540 0,1410 | 0,0397 0,0392  0,0478
ECM 0,4791 0,451 0,4463 04512 0,3462 | 0,4449 04398 0,4454 ECM 0,0355 0,0343  0,0341 0,0318 0,0225 | 0,0343  0,0341 0,0317

Cuadro 8.17: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir de un § —estimador inicial bajo C¢ y

bajo las contaminaciones C; , param = 5,7, 10y 12 cuando la probabilidad de pérdida es p, .
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,3709 5,2669 52696  5,0155 5,0108 | 5,2757 522772  5,0112 Media 1,9021 1,9295  1,9288 1,9964 1,9980 1,9272 11,9270 1,9975
Mediana 5,3727 5,3399  5,3409 5,016 5,007 5,3428 53443 50111 Mediana 1,9017 1,9051 1,9051 1,9931 1,9966 1,9048  1,9048 1,9951
Css SD 0,1051 0,2509  0,2489  0,2317 0,2338 | 0,2391 0,2375  0,2208 Css SD 0,0111 0,0614  0,0610  0,0598 0,0632 | 0,0588 0,0585 0,0571
MAD 0,09 0,1487 0,1467  0,2272 0,23 0,1359 0,1358  0,2156 MAD 0,0094 0,0154  0,0152  0,0568 0,0596 | 0,0141 0,0141 0,0547
ECM 0,1486 0,1341  0,1346  0,0539 0,0547 | 0,1331 0,1332  0,0488 ECM 0,0097 0,0087  0,0088  0,0036 0,0040 | 0,0088 0,0088  0,0033
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3709 5,3121 5,312 5,023 5,0166 | 5,3215 5,3218  5,0172 Media 1,9022 1,9175 19176 1,9948 1,9965 1,9151  1,9151 1,9962
Mediana 5,373 5,3585  5,3555 5,014 50115 | 53592  5,3579  5,0121 Mediana 1,9016 1,9030 1,9034 1,9955 1,9962 1,9030  1,9031 1,9957
C37 SD 0,1499 0,2182 0,2182  0,2482 0,2425 | 0,2034 0,203 0,233 C37 SD 0,0229 0,0504 0,0503  0,0626 0,0630 | 0,0467 0,0467  0,0590
MAD 0,093 0,1354  0,1383 0,237 0,2335 | 0,1244  0,1241 0,2259 MAD 0,0096 0,0140 0,0144  0,0616 0,0601 0,0129  0,0129  0,0569
ECM 0,16 0,145 0,1449  0,0621 0,059 0,1447  0,1447  0,0545 ECM 0,0101 0,0093  0,0093  0,0039 0,0040 | 0,0094 0,0094  0,0035
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM;,
Media 5,3642 5,3358 5,3375  5,0312 5,0229 | 5,3394  5,3416 5,024 Media 1,9033 1,9109 1,9105 1,9924 1,9949 1,9098  1,9095 1,9946
Mediana 5,3805 5,3636 53598  5,0125 5,0125 | 53619  5,3641 5,0127 Mediana 1,9007 1,9025  1,9028 1,9939 1,9949 1,9026  1,9024 1,9949
C3,10 SD 0,2259 0,1999 0,1942  0,28389 0,2635 | 0,1827 0,1802  0,2597 C3,10 SD 0,0373 0,0401  0,0388  0,0735 0,0664 | 0,0369 0,0367 0,0651
MAD 0,0973 0,1549  0,1494  0,2718 0,2543 | 0,1313  0,1319  0,2516 MAD 0,0100 0,0160 0,0155  0,0701 0,0636 | 0,0136 0,0137  0,0615
ECM 0,1836 0,1527 0,1516  0,0843 0,0699 | 0,1485 0,1491 0,068 ECM 0,0107 0,0095  0,0095  0,0055 0,0044 | 0,0095 0,0095 0,0043
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3731 5,3463 53488  5,0513 5,0293 | 5,3504 5,3546 5,036 Media 1,9017 1,9064  1,9061 1,9874 1,9929 1,9058  1,9050 1,9912
Mediana 5,3757 5,3587 53608  5,0272 5,022 5,3595 5,3586  5,0253 Mediana 1,9014 1,9031  1,9029 1,9938 1,9951 1,9030  1,9031 1,9920
C312 SD 0,0992 0,1961  0,1945  0,3313 0,2984 | 0,1801 0,1724  0,2959 G312 SD 0,0103 0,0288 0,0289  0,0834 0,0749 | 0,0274 0,0253  0,0741
MAD 0,1023 0,1675  0,1663 0,322 0,2871 0,1525  0,1491 0,2729 MAD 0,0106 0,0173  0,0173  0,0800 0,0714 | 0,0157 0,0154  0,0700
ECM 0,149 0,1583  0,1595 0,1123 0,0898 | 0,1551 0,1555 0,0888 ECM 0,0098 0,0096  0,0097  0,0071 0,0057 | 0,0096 0,0097  0,0056
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Cuadro 8.19: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M —estimadores calculados a partir de un S —estimador inicial bajo las
contaminaciones C3,, param = 5,7, 10 y 12 cuando la probabilidad de pérdida es p, .
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Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,0004 5 49995  4,9984 49972 | 5,0002 4,9999  4,9982 Media 2,0000 2,0001  2,0002  2,0015 2,0029 | 2,0000 2,0001 2,0016
Mediana 4,9909 49974 49971 4,9982 4,9971 49962  4,9951 4,9927 Mediana 2,0006 1,9998  1,9999 1,9997 1,9990 | 2,0000 1,9991 2,0001
Co SD 0,1642 0,1816  0,1822  0,1995 0,2162 | 0,1747 0,175 0,192 Co SD 0,0414 0,0457  0,0458  0,0572 0,0668 | 0,0440 0,0440 0,0548
MAD 0,1578 0,166 0,1678  0,1897 0,2057 | 0,1611 0,1617  0,1851 MAD 0,0398 0,0438  0,0435  0,0508 0,0566 | 0,0424 0,0426  0,0499
ECM 0,0269 0,033 0,0332  0,0398 0,0467 | 0,0305 0,0306 0,0368 ECM 0,0017 0,0021  0,0021 0,0033 0,0045 | 0,0019 0,0019  0,0030
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,5442 5,359 5,3572  5,0145 5,0052 | 5,4123 54095 5,0192 Media 1,8407 1,8878  1,8882 1,9960 1,9991 1,8738  1,8745 1,9949
Mediana 5,5444 54477 54457  5,0028 5,0037 | 54914 54924  5,0062 Mediana 1,8403 1,8467  1,8470 1,9986 1,9993 1,8412 1,8414 1,9979
Cis SD 0,1389 0,3266 0,3244  0,2183 0,2119 | 0,3045 0,3049  0,2167 Cis SD 0,0208 0,0911  0,0909  0,0585 0,0590 | 0,0831 0,0835 0,0576
MAD 0,139 0,2848  0,2827  0,2004 0,2052 | 0,2143  0,2206  0,1992 MAD 0,0205 0,0417  0,0425  0,0509 0,0542 | 0,0311 0,0313  0,0517
ECM 0,3154 0,2354  0,2328  0,0478 0,0449 | 0,2626  0,2605  0,0473 ECM 0,0258 0,0209  0,0207  0,0034 0,0035 | 0,0228 0,0227  0,0033
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5764 5,5008 5,497 5,0742 5,0182 | 5,5255 5,5225  5,0964 Media 1,8318 1,8441  1,8450 1,9799 1,9959 1,8387  1,8397 1,9742
Mediana 5,5788 5,5292  5,5261 5,0397 5,0078 | 5,5446  5,5454  5,0443 Mediana 1,8312 1,8325 11,8329 1,9900 1,9970 1,8314 11,8313 1,9889
Ci7 SD 0,1453 0,2571 0,259 0,2903 0,2328 | 0,2251 0,2326  0,3005 Ci7 SD 0,0213 0,0604 0,0614  0,0773 0,0618 | 0,0501 0,0529 0,0789
MAD 0,1416 0,2025 0,2024  0,2464 0,2129 | 0,1808 0,1817 02414 MAD 0,0209 0,0294  0,0307  0,0620 0,0550 | 0,0269 0,0267  0,0629
ECM 0,3534 0,3169 0,314 0,0897 0,0545 | 0,3267 0,3271 0,0995 ECM 0,0287 0,0280 0,0278  0,0064 0,0038 | 0,0285 0,0285  0,0069
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,5998 5,542 5,5373  5,3278 5,1315 | 5,5507 5,5488 5,354 Media 1,8251 1,8297  1,8305 1,9068 1,9658 1,8289 11,8291 1,9005
Mediana 5,6012 5,5379 55334  5,3461 5,0536 | 5,5486 5,5464 54173 Mediana 1,8245 1,8289 11,8298 1,8669 1,9853 1,8287  1,8288 1,8563
Ci10 SD 0,1608 0,2294  0,2308 0,407 0,3617 | 0,2108 0,2103  0,3949 Ci10 SD 0,0237 0,0372  0,0383  0,1061 0,0919 | 0,0344 0,0344  0,1027
MAD 0,1531 0,2137 0,2148  0,5021 0,2758 0,197 0,1936  0,4803 MAD 0,0223 0,0320 0,0319  0,1209 0,0697 | 0,0290 0,0286  0,1009
ECM 0,3856 0,3463 0,3419  0,2729 0,148 0,3477 0,3454  0,2811 ECM 0,0311 0,0304 0,0302  0,0199 0,0096 | 0,0305 0,0304 0,0204
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,6114 5,5357 5,534 5,5022 5,334 5,5438  5,5423 5,5144 Media 1,8222 1,8296  1,8298 1,8515 1,9094 1,8286  1,8288 1,8501
Mediana 5,609 5,5277  5,5296 5,545 5,3219 | 5,5393 5,5384  5,5588 Mediana 1,8219 1,8304  1,8295 1,8286 1,8982 1,8285  1,8288 1,8280
Cii2 SD 0,1623 0,2566  0,2582  0,3605 0,4391 0,2326  0,2324 0,345 Cii2 SD 0,0235 0,0383  0,0386  0,0856 0,1115 | 0,0346 0,0346  0,0826
MAD 0,1638 0,2461  0,2455  0,3103 0,5296 | 0,2231 0,2218  0,2869 MAD 0,0234 0,0368 0,0365 00,0483 0,1443 | 0,0337 0,0337  0,0438
ECM 0,4001 0,3528 0,3518 0,382 0,3042 | 0,3498 0,348 0,3835 ECM 0,0322 0,0305 0,0304  0,0294 0,0206 | 0,0306 0,0305  0,0293

Cuadro 8.21: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M—estimadores calculados a partir de un § —estimador inicial bajo C¢ y

bajo las contaminaciones Cy ,, param = 5,7, 10y 12 cuando la probabilidad de pérdida es pcos.
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0 =5 0 =2

Eficiencia 85 % 90 % Eficiencia 85 % 90 %
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM,; M MM  WMM;
Media 5,3552 5,2374  5,2349  5,0106 5,007 5,2485  5,2491 5,0073 Media 1,9038 1,9351  1,9358 1,9971 1,9987 1,9322  1,9321 1,9981
Mediana 5,3566 5,3147 53115  5,0018 5,0047 | 53216 5,3225  5,0009 Mediana 1,9035 1,9077  1,9080 1,9980 1,9981 1,9071 1,9069 1,9971
Cis SD 0,0916 0,2416  0,2405 0,206 0,2124 | 0,2304 0,23 0,1966 Css SD 0,0095 0,0607  0,0606  0,0552 0,0589 | 0,0583 0,0582  0,0522
MAD 0,0871 0,1597 0,1611 0,2055 0,2156 | 0,1422 0,143 0,1964 MAD 0,0090 0,0166  0,0170  0,0529 0,0549 | 0,0148 0,0149 0,0510
ECM 0,1345 0,1147  0,1129  0,0425 0,0451 0,1148 0,1149  0,0387 ECM 0,0094 0,0079  0,0078  0,0030 0,0035 | 0,0080 0,0080  0,0027
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3567 5,2799  5,2803  5,0129 5,0106 | 5,2894  5,2887  5,0099 Media 1,9034 1,9235  1,9235 1,9970 1,9979 1,9211  1,9215 1,9977
Mediana 5,3587 5,3332 53326  5,0068 50113 | 53376  5,3385  5,0079 Mediana 1,9031 1,9057  1,9058 1,9971 1,9969 1,9053  1,9051 1,9984
C37 SD 0,0939 0,2156 0,2144  0,2156 0,2157 | 0,2035  0,2059 0,205 C37 SD 0,0097 0,0521  0,0520  0,0566 0,0578 | 0,0491 0,0499  0,0535
MAD 0,0891 0,1371 0,135 0,212 0,2113 | 0,1262 0,1243  0,2031 MAD 0,0092 0,0143  0,0141 0,0540 0,0551 0,0131  0,0129  0,0515
ECM 0,136 0,1248 0,1245  0,0466 0,0466 | 0,1251 0,1257  0,0421 ECM 0,0094 0,0086  0,0086  0,0032 0,0033 | 0,0086 0,0087  0,0029
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM;,
Media 5,3408 5,3058  5,3093  5,0195 5,014 53136 5,3128  5,0136 Media 1,9061 1,9155 11,9148 1,9951 1,9967 1,9137  1,9142 1,9966
Mediana 5,3583 5,3341 53352 5,0068 5,003 5,3387  5,3389  5,0043 Mediana 1,9031 1,9055  1,9054 1,9982 2,0005 1,9051 1,9050 1,9986
C3,10 SD 0,2579 0,1915 0,1883  0,2359 0,2272 | 0,1791 0,1805  0,2192 C3,10 SD 0,0430 0,0418 0,0409  0,0606 0,0585 | 0,0392 0,0400 0,0563
MAD 0,0921 0,1405 0,1395  0,2151 0,2139 | 0,1287 0,1275  0,2022 MAD 0,0096 0,0146  0,0145  0,0567 0,0536 | 0,0134 0,0132 0,0524
ECM 0,1826 0,1302  0,1311 0,056 0,0518 | 0,1304 0,1304  0,0482 ECM 0,0107 0,0089  0,0089  0,0037 0,0034 | 0,0090 0,0090 0,0032
MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM, MC M MM  WMM, WMM, M MM  WMM,
Media 5,3446 5,3206 53215  5,0231 5,0172 | 53278 5,3282  5,0182 Media 1,9055 19115 19113 1,9945 1,9960 1,9099  1,9098 1,9957
Mediana 5,3569 5,3421 5,344 5,0156 5,0096 5,347 5,3475 50113 Mediana 1,9033 1,9048  1,9046 1,9966 1,9977 1,9043  1,9043 1,9971
C312 SD 0,227 0,1852 0,1824 0,258 0,2375 | 0,1718 0,1674  0,2348 G312 SD 0,0374 0,0357 0,0354  0,0664 0,0602 | 0,0332 0,0325  0,0595
MAD 0,0974 0,1492  0,1498  0,2371 0,2297 | 0,1304 0,1329  0,2254 MAD 0,0100 0,0155 0,0156  0,0631 0,0584 | 0,0136 0,0139  0,0568
ECM 0,1702 0,137 0,1366 0,067 0,0566 0,137 0,1357  0,0554 ECM 0,0103 0,0091  0,0091 0,0044 0,0036 | 0,0092 0,0092 0,0036
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Cuadro 8.23: Medidas resumen del estimador de minimos cuadrados y de los M—, MM— y WM M —estimadores calculados a partir de un S —estimador inicial bajo las
contaminaciones C3,, param = 5,7, 10 y 12 cuando la probabilidad de pérdida es pcos.
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